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Vorrede- 



Jiis giebl kaum einen bedeutenden Gegenstand des Wissens, der nicht 
auch seine Deutsche Zeitschrift hätte. Nur die weite, unbegrenzte Mathe- 
matik, diese über Zeit und Ort, über Meinungen und Leidenschaften 
erhabene Wissenschaft, die unter allen vielleicht am meisten mit der 
Wahrheit verwandt ist, hat dermalen keins. Im Französischen existirt 
seit sechzehn Jahren ununterbrochen eine mathematische Zeilschrift : Amid" 
les de mathdmatiques pures et appliqu^es, ouprage p^riodique ridigi par 
M. Ger gönne äMontpeWer, und ein zweites ist zu B rüss el im Entstehen. 
Auch in andern Sprachen fehlt es mindestens weniger an Gelegenheit, 
dnzelnen mathematischen Gegenständen die Publicität gehen. Nur im 
Deutschen giebt es eine solche Gelegenheit nicht Dieses scheint nicht 
billig zu seyn; denn die Mathematik hat unter den Deutschredenden 
nicht etwa weniger Freunde als unter andern Völkern, sondern die Deut- 
schen haben, vermöge ihrer ünpartheiligkeit und Neigung, die W^ahr- 
heit anzuerkennen, wo sie auch zu finden seyn mag, so wie vermöge 
ihrer Beharrlichkeit und ihrer Vorliebe fiir das Ergründen, gerade fiir 
die Mathematik einen vorzüglichen Beruf; wie es auch die Geschichte 
dieser Wissenschaft beweiset Da nun eine Zeitschrift in der That ein 
sehr wirksames Mittel ist, eine Wissenschaft zu fördern und zu verJ)rei- 
ien, sie gegen fremdartige Einflüsse zu verwahren, gegen Unterjochiuig 
unter Mode, Autoritäten, Schule und Rücksichten zu schützen und im 
freien Reiche des Denkens zu erhalten, so ist es wohl der Mühe wertli 
zu versuchen, ob sich eine solche in Deutscher Sprache für die Mathe-' 
matik ins Leben rufen und darin erhalten läfst 

Eine Zeitsclmft, die gemeinnützig seyn soll, muis sich nicht auf eine 

einzelne Classe von Lesern beschninken und ihren Gegenstand nicht zu 

enge begrenzen. Sie mufs sich ein gröfseres Publicum zu verschaffen 

suchen, schon damit sie sich ihre Dauer, und die Möglichkeit der Ver- 
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vollkommnung sichere. Frühere ähnliche, sehr verdienstliche Versuche 
sind vielleicht nur deshalb nicht bestanden, w^eil sie sich zum Theil in 
einem zu engen Räume bewegten. Die Zeitschrift mufs sich also nicht 
blofs Kennern widmen, oder nicht auf die Erweiterung der Wissen- 
schaft allein zu wirken suchen, sondern auch auf ihre Verbreitung. 
Vorzüglich mufs sie alle Einseitigkeit vermeiden. Nichts schadet der Ent- 
wickelung einer Wissenschaft mehr, als einseitige Vorliebe für diese oder 
jene Methode, als Zwang imd Gewohnheit Den gröfsten Aufschwung 
hat auch die Mathematik immer durch freie, aus dem Bezirk der Schule 
und der Gewohnheit heraustretende Ansichten genommen, z. B. als die 
sogenannte Infinitesimalrechnung erfunden WFurde, oder früher, als die 
Algebra entstand; und* wer kann behaupten, dafs mit dem jetzt Vorhan- 
denen alles abgeschlossen sey und dafs nicht noch andere Ansichten mög- 
lich sind, die auf noch geraderem Wege zum Ziele fuhren und noch 
liefer in die Natur der Dinge eindringen ! ? Die Zeitschrift mufs sich also 
vor allen Dingen frei bewegen imd allgemein sein , vde die Wissenschaft 
selbst Sie mufs die Wahrheit aufnehmen, sie fordern, verbreiten und 
ihrer pflegen, unter welchem Volke und in welcher Sprache sie auch 
angetroffen werden mag. Auf die Erweiterung der Wissenschaft wirkt 
sie, wenn sie Neues, wozu aber nicht blofs neue Sätze, sondern auch 
neue Ansichten vorhandener Sätze zu rechnen sind, bekannt macht Es 
läfst sich über einzelne neue Gedanken nicht sogleich ein Buch schrei- 
ben, und es bleiben manche einzelne Resultate von Forschungen, selbst 
der Kenner, zuweilen lange verborgen und gehen wohl gar verloren, 
weil es an naher Gelegenheit fehlt, sie mitzutheilen. Auf die Verbrei- 
tung der Wissenschaft wirkt sie, wenn sie weniger bekannte Dinge, 
vorzüglich aus fremden Sprachen, unter Denen die schon so weit ge- 
kommen sind, dafs sie anfangen mit eigenen Kräflen in der Wissen- 
schaft fortarugehen, verbreitet, den Lernenden aber Winke giebt, wo sie 
das, was sie zu suchen haben, am nächsten und besten finden. Nicht 
Jeder kann sich grofse und kostbare Werke, des weniger Bekannten we- 
gen, verschaffen ; selbst fremde Sprachen sind nicht Jedem, der sich mit 
einer Wissenschaft beschäfligt, verständlich. Es giebt merkwürdige Fälle, 
dafs gute Köpfe ihre Zeit und ihre kostbaren Kräfle an dem Ersinnen 
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von Dingen verloren haben, die schon bekannt wareä. Hätten sie das 
Vorhandene gekannt^ wären von da erst ausgegangen und hatten ihre Kräfte 
auf das weitere Fortschreiten gewendet^ so würde die A^Vissenschaft, durch 
die nämlichen Anstrengungen, die ihr jetzt wenigstens keinen unmittelba- 
ren Gewinn brachten, haben gefördert werden können. Auch selbst der Ler- 
nende kann von einer Zeitschrift, die auch auf ihn Rücksicht nimmt» 
Vortheil ziehen. Er ist öfters sich selbst, oder nicht dem bestem Käthe 
überlassen. Eine Schrift, die sich die Verbreitung und Förderung ihrer 
Wissenschaft angelegen seyn läfst, kann ihm häufig bessern Rath geben 
als er in seiner Umgebung findet Dem Kenner also mufs die Zeitschrift 
Neues zufiihren und ihm die Mittel darbieten, die ßestdtate seiner eige- 
nen Bemühungen leicht und schnell mitzutheilen. Dem der anfangt zur 
Forschung überzugehen, oder dem Liebhaber der Wissenschaft;, mufs sie 
Nachricht von dem weniger bekannten Vorhandenen geben und ihm anzei- 
gen, von wo seine Forschungen anfangen könnten. Dem Lernenden mufs 
sie helfen die Wege finden, aufweichen er am besten sein Ziel erreicht; 
alles ohne Vorliebe für Besonderheiten imd fern von jeder Befangenheit 

Nach diesen Ansichten und in diesem Sinne soll die gegenwärtige 
Zeitschrift redigirt werden. 

. In den Umfang ihrer Gegenstände sollen gehören: 

1) Die reine Mathematik, also Analysis, Geometrie und die Theorie der 
Mechanik in ihrer ganzen Ausdehnung. 

2) Anwendungen der Mathematik aller Art, z. B. auf die Lehre vom Licht 
( Optik, Catoptrik,Dioptrik), auf die Theorie der Wärme, auf die Theorie 
des Schalles, auf die Wahrscheinlichkeiten etc; ferner die Hydraulik, 
die Maschinenlehre, die mathematische Geographie, Geodäsie etc Die 
Astronomie soll zwar nicht ausgeschlossen sein, aber auch keinen 
Hauptgegenstand ausmachen, weil diese Wissenschaft allein eine Zeit* 
Schrift beschäftigt 

Der Inhalt soll zweierlei Art sein. Die Schrift soll 
Erstlich, Sätze und Ansichten mittheilen, die, so \iel dem Herausgeber 

bekannt, noch nicht gedruckt sind. 
Zweitens, Sätze und Ansichten, welche zwar schon gedruckt aber we- 

niger bekannt sind, also vorzüglich Abhandlungen aus fremden Spra- 
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chen, folglich auch Nachrichten von Büchern und ihrem Inhalte. Die 
fremden Abhandlungen sollen entweder wörtlich übertragen, oder 
nach den Umständen blofs auszugsweise mitgetheilt, oder es soll auch 
blofs Nachricht davon gegeben werden. 

Vorläufig beschränkt sich der Herausgeber bei diesem Journal auf die- 
jenige Hülfe, die er, vermöge der Bestimmung der Schrift, zugleich zum 
Verbreitungsmittel einzelner Gedanken und Resultate von Forschungen zu 
dienen, von denjenigen Kennern, die er unter seine Freunde und Bekann- 
ten zählt, erbeten hat, oder noch erbitten wird Zeigt sichs in der Folge 
dienlich, so wird eine allgemeine Auffoderung zu Beiträgen nachfolgen. 
Alsdann kann auch die gute alte Gewohnheit , welche auch die Französi- 
schen Annalen der Mathematik angenommen haben, öffentlieh Aufgaben 
aufzustellen, und sie durch die Zeitschrift beantworten zu lassen, wieder 
aufgenommen werden. Auch kann die Zeitschrift alsdann beliebige An- 
zeigen von Büchern oder von Erfindungen in Dingen, die mit dem Um- 
fange der Schrift auf irgend eine Weise in Verbindimg stehen, aufneh- 
men ; was aber vor der Hand ausgesetzt bleibt 

Die Zeilschrift wird in zwanglosen Heften erscheinen; ungefähr aber 
soll vierteljährlich ein Heft von zehn bis zwölf Bogen ausgegeben werden. 
In den einzelnen Heften werden die Aufsätze nach keiner andern Regel auf 
einander folgen als nach der Zeitfolge, ^vie der Herausgeber sie erhielt, 
oder wie sie vollendet wurden. Am Schlüsse des Jahrganges aber soll eine 
IJebersicht des Inhalts, nach den Gegenständen geordnet, beigefügt werden. 
Die Verlagshandlung, deren Thätigkeit und Eifer flir die Literatur bekannt 
ist, wird gcwifs ihrerseits Alles thun, was zur Förderung und zum Bestehen 
des Unternehmens gereichen mag. 

Dafs in dem gegenwärtigen ersten Heft die Aufsätze fast ohne Ausnahme 
original sind, wird man hoffentlich nicht tadeln. Auch liefs der beschränkte 
Raum nicht zu , dafs sich der Inhalt eines einzelnen Hefies über den gan- 
zen Umfang des Plans verbreite. Wenn man mehrere Hefle zusammen- 
nimmt, wird man den obigen Plan vollständiger befolgt finden. 
Berlin, im December 1825. 

Der Herausgeber, 



1. 

Von der Bestimmung der Wassermenge eines Stroms. 

(Vom Herrn O. U B. D. Eytelfveuu) 



JL/ie Aufgabe^ wie die Wassiermenge eines jeden Stronms gefunden werden kann, 
hat bisher zu den weitläuftigsten Untersuchungen Veranlassung gegeben , und 
dennoch hat es nicht gelingen wollen, genügende Resultate aufzustellen. Wären 
für jedes gegebene Flufsbett die Gesetze der Bewegung des Wassers bekannt, 
so würde man leicht in vorkommenden Fällen aus den Abmessungen eines Stroms 
die mittlere Geschwindigkeit und aus dieser die Wassermenge desselben finden 
köimen. Allein es ist der Hydraulik bis jetzt nur gelungen för ganz regelmäfsige 
Flufsbett en, in welchen alle Querschnitte des W^assers einander gleich vorausge- 
setzt werden, die Gesetze der Bewegung des Wassers genügend zu bestimmen. 
Sind hingegen die Querschnitte des Stroms einander nicht gleich, und ist das 
Flufsbett nach verschiedenen Richtungen gekrümmt, wie dies fast bei allen 
Strömen der Fall ist, so hat es bis jetzt noch nicht gelingen wollen, aus den ge- 
gebenen Abmessungen eines solchen Bettes die Gesetze der Bewegung des darin 
flielsenden Wassers zulänglich genau auszumitteln. Weil es aber von der grofs^ 
ten Wichtigkeit ist, für jeden gegebenen Strom , sowol die mittlere Geschwin- 
digkeit des Wassers, als auch die Wassermenge desselben, hinreichend genau 
anzugeben , so mufs man sich damit begnügen , für irgend einen auf die Rich- 
tung des Stroms senkrechten Querschnitt, in verschiedenen nicht zu weit von 
einander entfernten Punkten, mittelst dazu geeigneter Strom- Geschwindigkeits- 
messer, die verschiedenen Geschwindigkeiten des Wassers, nach der Breite und 
nach der Tiefe des Querschnitts , also unter dem Wasserspiegel, auszumessea 
und hieraus die W^assermenge zu bestimmen. 

Es giebt sehmerschiedene Instrumente, durch welche man versudit hat, 
die Geschwindigkeit des Wassers in jeder Tiefe unter seiner Oberfläche zu fin- 
den, aber nur wenige sind unter allen Umständen anwendbar, und geben die 
gesuchte Geschwindigkeit mit der crfoderlichen Genauigkeit. Zu den vorzüglich- 
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sten kann man den hydrometrischen Flügel rechnen, welchen Herr TVoÜmann 
in Hamburg zuerst bekannt machte. Auch gehört hierher der Stromquadrant oder 
hydrometrische Pendel , nach den Verbesserungen des Ritters von Gerstner zu 
Prag. Dieses Instrument hat bei dem Gebrauche den Vortheil, dafs man keiner 
so weidäufigen Vorrichtung bedarf, welche der hydrometrische Flügel zu seiner 
Befestigung erfodert, wenn man in grofsen Tiefen Geschwindigkeiten messen 
will ; auch bedarf dasselbe keiner Zeitbestimmungen , wogegen der hydrometri- 
sche Flügel eine Sekunden-, oder noch besser eine Tertienuhr erfodert. 

Wird nun vorausgesetzt, dafs zur Ausmittelung der Wassermenge eine» 
Stromes an einer dazu geeigneten Stelle, wo das Strombett fest und von Uneben- 
heiten frei ist, auch die Ufer auf eine gewisse Weite in geraden, parallelen Rich- 
tungen fordaufen, ein auf diese Richtung rechtwinkliger Querschnitt ausge- 
messeu und aufgezeichnet, auch hiemächst mittelst eines Strom - Geschwindig- 
keitsmessers in mehreren nicht zu weit von einander entfernten senkrechten Li- 
nien dieses Querschnitts, die verschiedenen Geschwindigkeiten des Stroms und 
die Abstände dieser Punkte von dem W^asserspiegel ausgemessen worden sind, 
so ist das gewöhnliche Verfahren zur Bestimmung der Wassennenge , welche in 
jeder Secunde durch den ausgemessenen Querschnitt des Stroms abfliefst, dafs 
man diesen Querschnitt in so viele Rechtecke oder Trapeze eintheilt, als Ge- 
schwindigkeiten beobachtet worden sind , diese Vierecke selbst aber so anordnet, 
dafs die Pmikte, in welchen man Geswindi^eiten beobachtet hat, nahe genug in 
die Mitte derselben fallen. Hierauf wird jede gefundene Geschwindigkeit mit 
dem Flächeninhalte des dazu gehörigen Trapezes multiplicirt und alle zusammen 
gehörigen Producte addirt : so giebt die Summe derselben die in jeder Sekunde 
durch den gemessenen Querschnitt des Stroms abflicfsende Wassermenge. Auch 
erhält man die mittlere Geschwindigkeit des Wassers in diesem QucKchnitte, 
wenn die gefundene Wassermenge durch den Inhalt des Querschnitts divi- 

dirt wird. 

Dies Verfahren gründet sich auf die Voraussetzung, dafs das Wasser in 
jedem zugehörigen Trapez mit einerlei Geschwindigkeit abfliefst, welche derjeni- 
gen gleich sein soll, die in der Mitte dieses Trapezes beobachtet worden ist. 
Diese Voraussetzung ist aber ganz gegen die Natur der Ströme, weil in der Re- 
gel die Geschwindigkeiten von der Oberfläche des Wassers nach dem Boden zu 
allmählig abnehmen, und eine solche allmählige Zu- und Abnahme der Geschwin- 
digkeit auch von einem Ufer nach dem andern Statt findet. Ist gleich das Ge- 
setz dieser Veränderung der Geschwindigkeit noch unbekannt und nur im Allge- 
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vneiQen anzunehmen, daJGs an derjenigen Seite des Stroms, wo sich das concave 
Ufer mid die grSfste Stromtiefe befindet, auch die gröfste Geschwindigkeit ge- 
funden wird, so scheint es doch weit angemessener, bei der Berechnung der 
Wassermenge des Stroms die Voraussetzung zu verlassen, nach welcher das 
Wasser durch alle Theile der einzelnen Trapeze mit gleicher Geschwindigkeit 
abfliefst, und dagegen anzunehmen, dafs sich die Geschwindigkeiten zwisdien 
jeden zwei Punkten, in welchen Beobachtungen angestellt worden sind, nur 
allmählig ändern, also das Wasser durch alle einzelne Punkte des gemessenen 
Querschnitts auch mit verschiedenen Geschwindigkeiten abfliefsc Anstatt daher 
den ganzen Querschnitt des Stroms in die vorhin beschriebenen Vierecke einzu- 
theilen, wird es angemessener sein, jedesmal zwei auf einander folgende Punkte, 
in welchen die Geschwindigkeiten der zugehörigen senkrechten Linie gemessen 
sind, mit den zunächst gelegenen Punkten der darauf folgenden senkrechten 
Linie, in welcher ebenfalls Geschwindigkeiten gemessen sind , zu verbinden , wo- 
durch ein Trapez entsteht, in welchem die vier in den Winkeln desselben ge- 
messenen Geschwindigkeiten bekannt sind. Wird nun der Voraussetzung ge- 
mäfs angenommen, dafs sich die Geschwindigkeiten von einem jeden Punkte zu 
den beiden zunächst gelegenen nur allmählig ändern und dafs diese Veränderun- 
gen gleichförmig erfolgen, so läfst sich unter diesen Bedingungen die Wasser- 
roenge, welche durch ein solches Trapez abfliefst, auf folgende Weise finden. 

Es sei HEPf in der beiliegenden Figur 1 0. der wagerechte Wasserspiegel des 
gemessenen Querschnitts und EB , FD zwei zunächst auf einander folgende 
senkrechte Linien, in welchen man- bei A^ B und C, D die Geschwindigkeit 
ten a, ß und y, rf gemessen hat Ferner sollen die Tiefen EA=z ö, AB=^ ä, 
■FC = c und CD = d nebst dem Abstände der beiden senkrechten Linien 
EF = h bekannt sein. 

Mit EB werde P QR parallel gezogen und man setze die Geschwindigkeit 
in Q = a'; in jR = /S'; ferner EP = or, QR =y, so verhäh sich 

h : a: =i y — a:a' — a und 
h : X — 6 — ß : ß^ ^ ß, daher wird 



a^z=za+ ^ , a? und ß^ = ß + 
Femer findet man y =: b + ■ x. 



h ^' 



h 

Bezeichnet man die mittlere Geschwindigkeit des Wassers in der senkrechten 
Linie QR durch a» und setzt die Wassermenge, welche in jeder Secunde durch 
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das Trapez AJBRQ=zm\ femer die durch' das Trapez AB CD abfliefsende 
Wassermenge = M, so erhalt man 

2 2 ^ 2Ä 

daher m :=: foaydx. 
Hierin die eben gefundenen Werthe gesetzt und integrirt, so findet man 




2 • I i--^r-\- — --/-^v/-^-/-f I 4/, 



— (a + /3-y — rf) (d — 6) 4^ + Const, 

6Ä 

wo die beständige Grofse = ist, wpil m = für ^r = wird. 

Für o? = Ä verwandelt sich m in M, daher erhält man die Wassermenge, 
welche in jeder Secunde durch das Trapez AB CD abfliefst, oder 

und hieraus die mittlere Geschwindigkeit, mit welcher das Wasser durch das 
gegebene Trapez abfliefst 

_ (a + ß) (2b + d) + (y + 6) {b + 2 (l) 

Vergleicht man die hiemach gefundene Wassermenge mit derjenigen, welche 
entsteht, wenn man auf die gewöhnliche Art unter der Voraussetzung rechnet, 
dafs alle Wassertheile in den zugehörigen Vierecken mit einerlei Geschwindig- 
keit abfliefsen und setzt die so entstandene Wassermenge = M'y so findet man 
hiemach, wenn der Raum AB CD in vier Trapeze so eingetheilt wird, dafs 
solche einerlei Höhe und jede zwei nebeneinander liegende gleiche Grundlinien 
erhalten , daim aber jedes dieser Trapeze mit der zugehörigen Geschwindigkeit 
multiplicirt wird, die entsprechende Wassermenge 

i»/' = -^ r(a + ^)(3Ä+y) + (y + rf)(Ä4-3J)l 

Hieraus findet man den Unterschied zwischen den nach diesen beiden Vor- 
auss<*lzimgen berechneten Wassermengen oder 

woraus hervorgeht, wie bedeutend grofs dieser Unterschied werden kann. Nur 
für d^=^b oder a + ßzsLy + 6 verschwindet dieser Unterschied , und man 

kaim 
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kann akdann ohne Nachtheil auf eine oder die andere Weise die Wassermenge 
bcorechnen. 

Weil am Umfange der aasgemessenen Querschnitte , anstatt der Trapeze, 
Dreiecke entstehen können , so verwandelt sich för diesen Fall das Trapez 
AB CD in ein Dreiedc ACD, Alsdann wird 6 = und ^ = a; daher findet 
man för diesen Fall die gesuchte Wassermenge 

= -T- (a + 7/ + rf). 

Die Anwendung der vorstehenden Dreiecke auf besondere Fälle der Aus- 
übung erfordert noch die besondere Berucksicktigung des Umstandes , dafs sel- 
ten die anzuwendenden Strom -Geschwindigkeitsmesser die Geschwindigkeit des 
Wassers unmittelbar an der Oberfläche anzugeben im Stande sind , sondern dafs 
nur in einem bestimmten Abstände von dem Wasserspiegel die Geschwindigkei*- 
ten gemessen werden können, weil jeder Körper, welcher zu nahe an die Ober- 
fläche des bewegten Wassers gebracht wird, eine Erhöhung desselbeh ven;r- 
sacht, wodurch eine Geschwindigkeit erzeugt wird, die von derjenigen verschie- 
den ist, welche dem bewegten Wasser im Beharrungszustande entspricht Wä- 
ren daher unter dem Wasserspiegel HH^ die Geschwindigkeiten <x> /?, y und 6 
in. den Punkten A, B, C und D bekannt, und man wollte hieraus die durch das 
Viereck ACJEF in jeder Secunde abfliefsende Wassermenge bestimmen, so 
setze man die Geschwindigkeiten des Wassers in jE,= a' und in J^= y'; als- 
dann wird man nach dem bisher beobachteten Verfahren, mittelst der gegebenen 
Geschwindigkeiten a, /?, y^ d, die <7e$chwindigkeiten an der Oberfläche des Was- 
sers genau genug finden können. 

Es verhält sich hiernach 

Ä:a + Ä = a — ß : a^ — ß und 

d : c + d=:y — 6 \yf — rf, folglich fmdet man 

a' = p + (a-^). ^^=-^ und 



y' = rf + (y — rf). 



b 

c + d 



Daher sind in dem Vierecke ACEF die Geschwindigkeiten a\ y', a, y 
bekannt, und wenn die Wassermenge, welche durch dasselbe in jeder Secunde 
aMUefst, = Abgesetzt wird, so findet man mit Hülfe des bereits entwickelten all- 
gemeinen Ausdrucks, 

I. 2 



iL 

I* 
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jL 

N=i— [(a' + a) (2a + c) + (/ + y) (« + 2c)], 

oder hierin die vorstehenden für a' und y* gefundenen Werthe eingeführt, so 
entsteht für die gesuchte Wassermenge folgender Ausdruck 

^^ A p (a + 2k) - fiu (2„ + ,) + y (c + 2rf) - Sc ^^ ^ 2^j-j 

So wie unmittelbar am Wasserspiegel des Stromquerschnitts keine Ge- 
schwindigkeiten mittelst der bis jetzt bekannten Werkzeuge geinessen werden 
können, eben so gilt' dies von dem übrigen Umfange dieses Querschnitts, so weit 
solcher durch das Strombett unmittelbar begrenzt wird. Allein durch ein ganz 
ähnliches Verfahren läfst sich auch hier in den zugehörigen Vierecken die ab- 
iliefsende Wassermenge finden, und da dies mittelst der bereits gefundenen Aus- 
drücke leicht bewirkt werden kann , so wird es nicht nöthig sein, die defshalb er* 
forderlichen Rechnungen weiter auszuführen. Auch schien e» unnöthig, dieje* 
nigen Mafsregeln näher auseinander zu setzen, welche eine vorsichtige Messung 
der Geschwindigkeit des fliefsenden Wassers erfordert, so wenig als die besön- 
dem Vorrichtungen zu beschreiben , welche vorzüglich bei senr breiten Strömen, 
die genaue Angabe von der Lage derjenigen Punkte erfordert, in welchen 
Geschwindigkeiten und Wassertiefen gemessen werden sollen, weil ich mich 
bereits an einem andern Orte hierüber umständlich erklärt habe. 
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2. 

Untersuchung der Functionen zweier unabhängig verän- 
derlichen Gröfsen x undy, yntf{x, y), welche die Eigen- 
schaft haben, i^ds/'(z,y(x,y)y eine synunetrische 

Function von z, x und y ist 

« 

(Von Herra iV: A: y^&sil) 



Wenn man z. B. die Functionen a?+y und xy durch y(a?,y) bezeichnet, 
so ist für die erste / {^/(^f y)) = ^ +/ (^> y) = * + ^ + y ^"id für die 
zweitey (ä, /(x, y)^ = z./(x, y) = Axy. Die Function y (ä?, y) hat also in 
den beiden Fällen die merkwürdige Eigenschaft, AaSs f (z, f (x^ y)\ eine sym- 
metrische Function der drei unabhängig -veränderlichen Grofsen z, xxmAy 
ist Ich will in diesem Aufsatze die allgemeine Gestalt der Functionen suchen» 
welche eben diese Eigenschaft haben. 
Die Grundgleichung ist: 
1. f\^f{x, y)) = einer symmetrischen Function von Xj y und z. 
Eine symmetrische Function bleibt die nämliche , wie man auch die verän- 
derlichen Gröfsen, von welchen sie abhängt, unter einander verwechseln mag. 
Es linden also folgende Gleichungen statt : 

/(^/(^.r))=/(^/(r^^)). 
/(^/(^.r))=/(^>/Ur)). 

/(^/(^.r))=/(r./(^.*)). 
/(^/(^.r))=/(r./(^^))- 

Die erste Gleichung kann nicht anders Statt finden, als wenn 

ist; das heifst /(x^ y) mufs eine symmetrische Function von x undy seiUr Aus 
diesem Grunde reduciren sich die Gleichungen ( 2 ) auf folgende zwei : 

3 . /(^/(^,r))=/(^./(?.r))» 
* /(^/(^.r))=/(r./(^^)). 

2* 
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Es sei der Kürze wegen 

/(^f y) — n f{z, y) = p; /(z, x) = 5; so ist 

Man difTerentiire der Reihe nach, nach x^ y^ Zy so findet man 



>- (') © =^ <-> ® 



Muhiplicirt man die Glieder dieser Gleichungen auf beiden Seiten mit einander 
und dividirt die Producte durch /^ (r), /"' (p), /"' (5), so erhält man folgende 
Gleichung 



oder auch 



tL f^^\ f^^\ /^^ f^^\ /^^ f^^\ 



© ^-^ 



\dxJ fäv\ \ilyJ (ds\ 
\dJ \dz) 

Nun setze man z unveränderlich, so redudrt sich (;7-") • ("7") ^^^ ^^^ 

Function von y allein. Diese Function sei (py^ so mufs zu gleicher Zeit 

i-r^j : ("1") = 9^ sein: denn 5 ist die nämliche Function von z und or, 

wie i? von z und y. 

Es ist also alsdann 

/dr\ /dr\ 

dp 

Daraus findet man , v^enn man integrirt, für den allgemeine^ Werth von r, 

r — '^ {J^x. dx +J^y' dy), 
wenn t|; eine willkürliche Function ist. 

Man setze der Kürze wegen ffx statt fisfx. dx) und ^y statt Jisfy* dy\ 
so ist 

'7. r = r|) (g)a? + g)y) oder /(^, y) = '4' (9^ + 9/)- 
Diese Form also ist es, welche die gesuchte Function haben mufs. Sic 



^' (^•9'r = 0-9'^- 
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kann aber in ihrer ganzen Allgemeinheit der Gleichung (4) nicht genug thun. 
In der That ist die Gleichung (6), welche die Form der Function /(o^, y) 
giebty viel allgemeiner als die Gleichung (4), welcher sie entsprechen mufs. Es 
kommt also auf die Beschränkungen an , denen die allgemeine Gleichung unter- 
worfen ist 

Es ist y(«, r) = oj) (cpz + cpr). 
Aber r = of) {tpx + y/), also 

/(z, r) = i\) (q)Z + g)\{) (tpx + 97)) . 
Dieser Ausdruck soll nach x^y^ Zj symmetrisch sein. Also mufs 
(pz + 9\p ((px + q)y) = <5pa? + (pi^ (^cpy 4- 92) 
sein. Es sei g)z = und ^y == 0, so erhält man 

g)\|^ (g)rr) = g)rr + 91]; (O) = tfx + r, 
also wenn man 90? =/? setzt, 

yxP (p) =z p + c. 

Bezeichnet man also durch g)^ die umgekehrte Function von derjenigen, 
welche 9 ausdrückt, nämlich diejenige, für welche 

ist, so findet man 

Die allgemeine Form der gesuchten Function /"(ar, y) ist also 

/(^f y) = q>,(c + yx + yj), 
und diese Function hat in der That die verlangte Eigenschaft. 
Es folgt daraus 

9/(^> y) =^ c + qix + 9/, 
oder wenn man statt yrr, a|)a: — c setzt, und folglich statt yy , opy — c, und 
statt 9 (/(a?, r)),'4^(/(a?, j)) — c. 

Dieses giebt folgenden Lehrsatz : 

Sobald eine Function /"(rr, y) zweier unabhängig veränder- 
lichen Grofsen x und y die Eigenschaft hat, dafs y (z,y(ar, /)^ 
eine symmetrische Function von x, y und Z ist, so mufs es alle- 
mal eine Function a|> geben, für welche 

'4^/(^» 7) = '^ (^) + ^^ iy) 
ist. 

Wenn die Function y*(j7, y) bekannt ist, so findet man leicht op^. In 



14 I Abel, über die Spnmetrie der Fmcüon f (cf f (Sf 7)) 

der That erhält maxii wenn man die obige Gleichung nadi cc und nach y difTe« 
rentürt und der Kürze wegen /(^t y) ^=^ r setzt, 

also wenn man oj^'r eliminirt, 
woraus 

folgt Multipllcirt man also mit dx und integrirt, so erhält man 



X) = i,'r. I ^ 

7 d^) 



Es sei zum Beispiel 
' so mufs sich eine Function ^|; finden lassen , für welche 

ist. Da r = a?y , so ist rjp-) = y (jf) = ^ > ^l^^ 

a|.'a? = t|;'j. I ^ dx=^ y'\\)*y log (co:), 

oder weil ^ unveränderlich angenommen wird, 

'i^x = a log {ex). 
Dieses giebt 

a|>y = a log cy, '\if {xy) = a log cxy, 
also mu(s sein : 

a log ca:j = a log co;' + a log cy\ 
welches auch der Fall ist, für c = 1. 

Durch ein dem obigen ähnliches Verfahren kann man auch Functionen 
zweier veränderlichen Gröfsen finden, welche gegebenen Gleichungen mit drei 
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veränderlichen Grofscn genug ihiin. Nämlich man kann durch auf einander 
folgende DiflTerentiationcn nach den verschiedenen veränderlichen Grofsen, Glei- 
chungen finden, aus welchen sich so viele unbekannte Functionen , als man will» 
climiniren lassen, und man gelangt' zuletzt zu einer Gleichung, welche nur 
noch eine unbekannte Function enthält. Diese Gleichung wird eine partielle 
Differential- Gleichung mit zwei wiabhängig - veränderlichen Grofsen sein. Der 
Ausdnick, welcher diese Gleichung giebt, wird also eine gewisse Zahl willkür- 
licher Functionen einer einzelnen veränderlichen Gröfse enthalten. Nachdem 
in die gegebene Gleichung, die auf diese Weise gefundenen unbekannten 
Functionen substituirt sind» findet man eine Glcichimg ^wischen mehreren 
Functionen einer einzelnen unveränderlichen Gröfse. Um diese Functionen 
zu finden mufs man von Neuem differentiiren , und gelangt dann zu gewöhn* 
liehen Differential -Gleichungen, aus welchen sich die Functionen finden lassen, 
welche nicht mehr willkürlich angenommen werden können. Auf diese 'Weise 
findet man die Form aller der unbekannten Functionen; in sofern nicht etwa 
die gegebene Gleichung unerfüllbar ist. 
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3. 

Entwickelimg eraer b^iebigen Potenz eines Cosinus durch 

die Cosinus der vielfachen Bog;en. 

(Von Herrn Louis Olwier.^ 



1. 

liXan hat lange Zeit für einen beliebigen Bogen x und fiir einen beliebige^ 
Exponenten m den Ausdruck 

(2 cos X) = cos mx + m cos {m — 2)x+ — ^— -r ^ cos [rn — 4) o; . . . . 

angenortmien. 

Euler und Lagrange haben diesen Ausdruck noch. Derselbe ist aber of- 
fenbar unvollständig, denn er giebt nur einen einzigen Werth von (2 cos x) , 
und im Gegentbeil kann diese Gröfse mehrere Werthe haben. "Wenn z. B. m 
ein Bruch mit dem Nenner v ist, so kann die Potenz (2 cos o?)"*, v verschiedene 
Werlhe haben, mid es konneu auch mehrere derselben zum Theil oder ganz ima- 
ginair sein. Es kann selbst gar keine reellen \Veilhe von (2 cos a;)"' geben. 

Poissou hat zuerst diese Unvollkommenheit bemerkt. (Man sehe seine 
Erinnerung im zweiten Bande der Correspondence sur Vicole polytechmqaty 
Seite 212 etc.) Seitdem hat man viel über diesen Gegenstand geschrieben. 
Man hat den Ausdruck von (2 cos x^ vermittelst der allgemeinen Gleichung 

cos X = cos (o? + 27i7r), 
wo TT den halben Kreisumfang für den Halbmesser 1 und n eine beliebige ganze 
Zahl bedeutet, vervollständigt und dann die Werthe von n gesucht, welche zu 
den ganz reellen und zu den ganz imaginairen Werthen von (cos j?) gfehören; 
worauf es vorzüglich ankam. 

Es scheint aber, dafs die Auflösung der Aufgabe noch nicht vollständig ge- 
lang. Selbst die Resultate, welche man fand, stimmen nicht ganz überein. 
Zwar mufs ich fürchten, durch ein nochmaliges Aufnehmen des Gegenstandes 
nur die Zahl der erfolglosen Vcrsuclie zu vcrgröfsem. Da indessen der Fall 
von Bedeutung ist, indem es eine Lücke der Analysis selbst gilt und andem- 
theils die Resultate, welche ich bei der Untersuchung dieses Gegenstandes fand, 
die Probe auszuhalten scheinen, auch der Weg auf welchem ich dazu gelangte, 

sehr 
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sehr einfach ist, und gar niqht von allgemein anerkannten Sätzen abweicht , so 
will ich mittheilen, was ich fand. 

2. 

Es ist 

* 1 

2 cos X = cos X dhi siix OS + ; — t-t , 

cos X dtzi sin X 

(wenn man der Kürze wegen /" — 1 durch i bezeichnet. D. H.) also nach dem 

binomischen Lehrsatze : 

(2 cos o?)"* = (cos X db i sin a?)" + m^ (cos x db i o?)*"" 

+ m^ (cos X db i sin o?)"" 

(wenn man wiederum der Kurze wegen, die Binomial - Coefiidenten durch m^y 
m^f tn^ ü. s. w. bezeichnet, so dafs 



m^ = m 



m . (/n— 1) 

"».= — 2: — 

in . (/n— 1) . (/n — 2) 
^^3= 2-3: 

i» . (m — 1) . (m — 2) . (m — 3) 

m, = — ^-^ r. \. 7—^ — ^ 

* 2. 3. 4. 

u. s. w. ist. D. H. ) 

Mehrerer Einfachheit wegen wollen wir m positiv annehmen, welches 

auch för alle Fälle zureicht; denn wenn m negativ ist, z. B. ?n = — ft, so ist 

m 1 

(2 cos o?)" = (2 cos x)''^ = —; wo es wieder nur auf ein positives 

(2 cos x)^ 

fi ankommt 

Nun ist nach dem Moivri sehen Lehrsatze, Kr ein beliebiges /n, 

(cos 07 db I sin x)^ =: cos mx ± / sin mx. 

Also ist 

(2 cos 07 )"^ = cos mx db ^ sin /r^o? 

+ m^ (cos (m — 2) X dz i sin (m — 2) o;^ 

+ m^ (cos (m — 4) o? db I sin (m — 4) o?) 



oder 

(2 cos 0?)* = cos mx + m^ cos (m — 2) 0; + to^ cos (m -— 4) o? . . .. 
9b i (sin mx + m^ sin (m — 2) o? + m^ «n (m — 4) 07 . . . .) 

3 



. -» ^^-. .■ ■' .^fii 
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Es ist aber 

cos or = cos (x + 2 nw), 
wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet; also ist 

1 . (2 cos ar)" = 

cosm(a:+2rat)+m^ cos{m — 2) Qr+2irjt)+m^ cos (m— 4) (rr+2fwr) .... 
dbiTsinm(a7+2/wr)+m,sin(m — 2)(a:+2mt)+m^s\n(m — 4)(a?+2/wr)....J 
Diese Formel ist als der vollständige Ausdruck von (2 cos a?)*" anerkannt 

Da dieser Ausdruck Im Allgemeinen die Form 

a =t tb 
hat, so kommt es darauf an ^ den Werth der -willkürlichen ganzen Zahl n'zn 
finden, welche für gegebene Werthe von a: und ?n, den besonderen Werthen 
der Gröfse (2 cös o:)" von der Form a oder von der Form db ib entsprechen. 

3. 
Man setze in den allgemeinen Ausdruck ( 1 ) 

a: = 2ft^, 

wo fi eine beliebige ganze Zahl ist, und schreibe der Kürze wegen 

fi + n =v^ 

so findet man 

(2cos 2iX7rr.= (+2r= • 

cos 2m v^ + m^ cos (m — 2) 2 v^r + m^ cos (m — 4) 2fw . ... ♦ 
* ± / (sin 2mv« -4- m^ sin (m — 2) 2y^ + m^ sin (m — 4) 2y7r . . . .), 
oder auch, weil 

cos 2my9t = cos (m — 2) 2yÄ' = cos (m — 4) 2iß7t und 

sin 2mv7r = sin (jm — 2) 2vn =^ sin (m — 4) 2ya^ ist, 

(+ 2)" = cos 2mv7r (1 + m^ + m, ) 

=4: 1 sin 2mVTt (1 + m^ + m^ ), 

oder, weil 1 + m, + m, .... so viel ist als 2 , 

^. (+ 1)" = cos 2mvÄ' db i sin 2my7r. 
Aus diesem Ausdruck von (+ 1)"* läfst sich schliefsen, dafs die mte Potenz 
von + 1 immer wenigstens einen reellen Werth hat, was auch der Exponent 
m sein mag; denn da v jede ganze Zahl, also auch Null sein kann, so 
findet man, wenn man v = setzt, immer 

(+I)" = cos0 = +1. 
• Die Werthe von (+ 1)" können auch die Form ± tb haben, wenn m von 
der Art ist, dafs fär irgend einen Werth von v. 
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ist, wo X eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Denn alsdann ist cos 2inyiC s: 
und sin 2m vor r= db i, also 

(+ If = ± /. 

Setzt man zweitens in den allgemeinen Au$druck (1.) 

0? = (2)1^+1) 7t, 

wo fi wieder eine beliebige ganze Zahl bedeutet und wie oben, der Kürze wegen, 

so findet man durch eine ähnliche Rechnung, 

3. ( — 1)" = cos (2 V + 1) rmt db i sin (2 v + 1) mit. 

Die Grofse ( — 1)°* kann also einen reellen Werth haben, wenn rn von 
der Art ist , dafs für irgend einen Werth von v , 

(2v + i)m = h 
ist, wo X eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 

Da X nur ungerade sein kann, so ist der reelle Werth von (— 1)*, 

Unmögliche Werthe von der Form ± ib kann die Grofse (— 1)" nicht haben ; 
wie sich leicht zeigen Täfst 

4. 
Dieses vorausgeschickt, sei nunmehr 

cos X positiv, 
6o kann man schreiben : 

(2 cos x)^ = |2cos ^1". (+ 1)"; 
wo |2cos:r|" den Zahlenwerth von (2cosa?)"' bezeichnet, ohne Rücksicht 
auf das Zeichen gemtomen. 

Wir sahen smer oben, dafs die Gröfse (+ 1)"* in allen Fallen wenigstens 
einen reellen Werth haben kann, und zwei Werthe von der Form db ib, 
wenn m von der Art ist, dafs 2/nv = X =b 5 sein kann.* Die Gröfse (2 cos o;)"* 
kann also ebenfalls wenigstens einen reellen Werth haben, in allen Fä(- 
leUt und zwei Werthe von der Form ib, wenn 2mv = X ± | sein kann. 

Also ist klar, dafs in allen Fällen wenigstens ein Werth von 
n existiren mufs, für welchen der imaginaire Theil von C2cosa7)'°in 
dem allgemeinen Ausdrucke dieser Grq&e (1.) verschwindet und der Werth von 
(2 cos o?)" ganz reell ist ; desgleichen, dafs es , wenn 2 m v =: X db | sein kann, 
wenigstens zwei Werthe von n geben muCs, für welche der reelle Theil des 

3* 
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Ausdrucks (1) wegfallt, weil alsdann zweiTV^erlhc von (2 cos x^ von der Form 
db ib existircn. 

Mithin mufs die Gleichung 

4. 0=sinm(a:+2/27r)+m^sin(m — 2)(a?+2y«r)+m^sin(m — A){x+2wt).... 

in allen Fällen, das heifst fiir einen heliebigen positiven Exponenten m und 
für einen beliebigen Bogen x^ dessen Cosinus positiv ist, und die Gleichung 

5. O=cosm (a?+2/i7r) +/n^ sin (m — 2) (x+2mt) +m^ sin (m — 4) (x+2mt) .... 

unter der Bedingung Statt finden können , dafs 

2mv = X±4 
sein kann. 

Wir wollen die Werthe von n suchen, welche den Gleichungen (4 und 5) 
genugthun. 

5. 
Man entwickele die Gleichung (4.), so findet man 
= sin mx cos 2nm'K + cos mx sin 2nm7t 

+ m^ (sin (m — 2) a? cos 2nrn'x -+- cos (m — 2) x sin 2nrmt\ 
+ m^ (sin (/n — 2) x cos 2nTmt + sin (jn — 4) ä? sin 2nm*Tc\ 



oder 

6. = cos 2nrmt 

+ sin 2nrmt 



sin mx + m^ sin(m — 2) x + m^ sin (m — 4) a:....j 

cos mx + m, cos(to — 2) x + m^ cos (m — 4)a?....l 

Nun behaupte ich, dafs in diesem Ausdrucke die Grofsen cos 2nm^ und 
sin 2nm^ ihren Werth nicht ändern können, so lange cos x das nämliche Zei« 
eben hat, so dafs ein und derselbe Werth jedesmal zu allen den x zugleich ge- 
höret, deren Cosinus zwischen zwei Zeichenwechseln liegen, z. B. zu allen x 

von X = (2r — ^ tt bis o? = (2t + 5) tt 
weil die Cosinus aller dieser Bogen positiv sind, r bezeichnet eine beliebige 
ganze Zahl. 

Dieses läfst sich wie folgt beweisen. 

6. 
Man bezeichne , der Kürze wegen, 

cosmC^+2/i^)+m^cos(m — 2)(a:+2/wr)+m^cos(TO — 4)(^+2/wr).... 
,j \ durch q) (x + 2ii7r) und 

sin m (x+ 2mt)+m^ sin (rn—2) (x+2wt)+m^ sin (m— 4) (x+2mr) .... 

durch y" (a- + 2 /iTt) , 
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so ist, wie wir gesehen haben, 

8. y(a7 + 2mt) =ya? cos 2nm7( + tpx sin 2nm'x. 

Entwickelt man eben so ,9 (o? + 2 n^r), so findet man 

9. tp {pc + 2nx) = yo? cos 2n7mt — fx sin 2nmTt. 

I. Nun setze man , es sei möglich, dafs cos 2 n m tt und sin 2 rt m tt ihren 
Werth fiir irgend einen Werth a von x, der zwischen x = (2r — |) tt und 
und a: = (2r + TT liegt, ändern können, so dafs, wenn der Werth von n, 
welcher zu Werthen von x gehört, die a vorhergehen, z. B. zu a — ß, 
p ist, der Werth von n, welcher zu Werthen von x gehört, die auf a folgen, 
z. B. zu a -1- y , vielleicht p + (J sein wird , wo p und q ganze Zahlen bedeu- 
ten, und von a — /?, a und a + y vorausgesetzt wird, dafs sie alle drei z wi- 
schen (2 r — \) Tt und (2r + 5) ^ liegen : so ist klar, dafs gleichzeitig 

10. /(x + 2pTt) = und 

H. /(x + 2pTf: + 2q'n:) = 
sein mufs. Denn der allgemeine Ausdruck von (2 cos x)^ ist 

(2 cos xy = 9 (o? + 2 nit) ± t/(a: + 2 nn) ; 
also ist, 

12. (2cos (a — ß)y = 9 (a — ^ + 2;?w) db i/(a — /? + 2p'jt) und 

13. (2 cos (a 4- y))" = (p(a+y + 2p7C + 2qT)dzi/(a+y+2p7t+2q'n:). 

Aber coy (a — ß) und C05 (a + y) sind nach der Voraussetzung beide positiv: 
also müssen (2co^ (a — ß)y und (2co^ (a + y)^ nothwendig jedes wenigstens 
einen reellen Werth haben: folglich mufs sein: 

14. /(a — /? + 2pTt) — und 

15. /(a + y + 2)97r-#-2i9r7r) = 0. 

Da nnn aber diese beiden Gleichungen für beliebige Werthe a — ß und 
a — y Statt finden, welche unmittelbar a vorhergehen oder auf a folgen, so 
müssen sie auch für a7 = a selbst, das faeifst für den Uebergang von a — ß 
ina + y selbst Statt finden. Also darf man in den Gleichungen (14. und 15.) 
auch ^ = und y 1= setzen. Dieses aber giebt die Gleichungen (10. und 1 1.) 
Also müssen diese beiden Gleichungen zugleich Statt finden. 

Es läfst sich nun weiter zeigen, dafs dieses unmöglich ist. 

Denn man entwickele die Gleichung (11.) auf die Weise, dafs der Theil 
2qTt des Bogens abgesondert wird, so findet man 

16. /(a + 2p'K) cos 2mqTt + 9 (a + 2pTt) sin 2mqic = 0. 



Diese Gleichung reducirt sich, weil vermöge (10.) / (<* + 2/?*)= sein 
soll, auf 

17. g) (a + 2p'x) sin 2mq7c=z 0, 
und daraus folgt 

18. 9 (a + 2)97r) = 0, oder 

19. sin 2mqit = 0. 

Man entwickele die Gleichung (18) weiter, so findet man 

(pa cos 2mpTt — /"a sin 2mpTC = 0, 
welches 

20. cot 2mpTC =-^ 

' g)a 

giebt. Man entwickele auch die Gleichung (10.) so findet man 

fx cos 2mpTt + €p,x sin 2mp'jr = 0, 
welches 

21. tang 2mpTt = — -^ — 

giebt. Also soll TermSge der Gleichungen {20. und 21.). 

cot 2mp'TC = — tang 2mp'7t oder 
(tang 2mpTty ^ — 1 
$^in, und daraus folgt 

22. tang 2m^7r = v^— 1 , 

. und dieses zeigt, weil tan^ 2mp7r eine unmögliche Grofsc ist, dafs die Glei- 
chungen (18. und 10.) nicht coexistiren können. Es bleibt also nur noch die 
Gleichung (19). Das heifst: die Gleichungen (10. und 11.) können nur unter 
der Bedingung coexistiren, dafs nach (19.) 

23. sin2m97r = ist. 
Auf der änderen Seite folgt aus den Gleichungen (12. und 13.)» wenn man 
wie oben /3 = und «y = setzt, ^afs 

24. 9 (a + 2p'K) = 9 (a + 2pTC + 2^ir) 
sein mufs. Dieses giebt, ^enn man entwickelt, 

9 (a + 2pic) = gx (a + 2pTC) cos 2fnq'K — /*(« + 2pit) sin 2mq'Xj 
und daraus folgt, weil sin 2mq7r = sein soll, 

cp (a + 2pit) =: g) (a + 2p'K) cos 2mq'7t^ 

also 

25. cos 2mqit = 1. 

Zusammengenommen also fmdet man, dafs in dem Ausdrucke (6.) der 
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Werth von n allerdings dben sowohl p sls p + q^ oder eben sowohl n als 
n + q sein kann, aber nur unter der Bedingung, dafs 

■V sin 2inyir SS und cos 2m9^v = 1 ist. 

Schreibt man nun aber in den Gröfsen cos 2nTmt und sin 2nm'2ü, n + q 

statt tiy so findet man 

cos 2m (n + q)7t = cos 2mmt cos 2mqTt — sin 2mmt sm 2mqit und 

sin 2/n (n + q)'it = sin 2mmt cos 2Tnq'X + cos 2mmt ajn 2mqTC 

und dieses giebt, vermöge (23. und 25.) , 

26. cos 27n (n + ^) TT = cos 2mmt und 

27. sin 2m (n + q) it =^ sin 2 ^nor i 
und hieraus folgt , dafs die Gröfsen cos 2mn7r und sin 2mn7r ihren Werth 
för alle die Cosinus, die zwischen (2r — ^)7r und (2r-*-|)^ liegen, nicht 
ändern können. 

IL Nachdem auf diese Art bewiesen worden, dafs die Gröfsen cos 2mn7ir 
imd sin 2mn^ ihren 'Werth nicht ändern können, so lange cos x das näm- 
liche Zeichen hat, so mufs nun noch gezeigt werden, dafs cos 2mn7r und 
sin muTT ihren Werth dann wirklich ändern können, wenn cos x ein 
anderes Zeichen annimmt 

Wir sahen oben, dafs wenn n zwei verschiedene Werlhe/? und p + q 
für dnen und denselben Werth a von rr soll haben können, dafs dann die bei- 
den Gleichungen (10. und 11.) zugleich Statt finden müssen. Nachdem diese 
Gleichungen entwickelt worden, fanden wir, dafs ihre Cöexistenz von der Cö^ 
existenz der Gleichungen (10. und 18.), nämlich der Gleichungen 

28. /(a + 2pTt) = und cp (a + 2/?^) = 
abhängt Wir fanden weiter, dafs die Gleichungen (28.) für einen beliebi- 
gen Werth a von o? nicht zugleich Statt finden können, woraus die Bedingun- 
gen sin 2mq7r = und cos 2mq7r = 1 folgten. 

Wenn nun aber a=(2r dfc|)7r ist, (das beifst, wenn o; denjenigen 
Werth hat, für welchen cos x das Zeicheäklirechselt D. H.) so verhält es sich 
anders. Alsdann können die Gleichungen (28.) wiridich zugleich Statt finden; 
denn sie sind so viel als 

29. sinm(a+2/wr)+mjSin(m— 2)(a+2/wr)+m,sin(m — 4)(a+2/wr)....=0 
und 

30. cosm(a+2/wr)+m^cos(m — 2)(a+2/>7r)+m2Cos(m — 4)(a+2/KHr)....=0, 

und wenn nun a =± ( 2r ± §) ir, so ist 



24 Oliffier, Entwidtelung Qon {2 cos k)*. 

31. sinm(a+2/wr)=. — sin(/n — 2)(a+2;wr)=:+sin(m— 4)(a+2/iic)...'. 
und 

32. cosm(a+2/?ir)= — cos(m — 2)(a+2/wr=+cos(m— 4)(a+2/i7r).... 

SO dafs sich die Ausdrucke (29. und 30.) auf 

sin m (2p + 2r ± ^) TT . (1 — m^ -♦- m^ — m^ ....) ^ und 
cos AW (2/? + 2 r ± 5) TT . (1 — m^'h m^ — zn^ ....) = 
reduciren, und diese Grofsen sind wirklich heide gleich Null, weil 1 — m^'i'm^ 

— /Hg = (1 — 1)™ = ist. Also sind lu diesem Falle die Bedingungen 

sin27n^7r = und cos27n^7r=l 
nicht mehr nötliig, und folglich können die Grofsen cos 2mn7r und sin 2mn7ry 
fiir diejenigen rr, für welche cos x das Zeichen wechselt, wirklich ihren 
Werth verändern. 

7. 

Nachdem im vorigen Paragraph hewiesen worden, dafs die Grofsen 
cos 2mn7r und sin 2mn7r für alle x^ von (2r — |)7r bis (2r -♦- D*, nothwcn* 
dig einen und denselben Werth haben, so folgt, dafs sie auch noch (lir 

X = 2rit 
den nämlichen Wertli haben werden. Also wird, zufolge der Gleichung (6.), 
== cos 2nm7C (sin 2ni7Tt + m^ sin (m — 2) ttt + m^ sin (m — 4) rTT....) 

-f- sin 2nmr (cos 2mrit -¥- m^ cos (m — 2) rir + m^ cos (m — 4) rit... .) 
oder 

= cos 2nin7 sin 2mrir (i + m^+ m„ ) 

-♦- sin 2mnT cos 2mr7r (i + m^ + rn^ ) 

sein, welche/j 

33. = sin 2m (n + r) it 
gicbt. 

Da die Grofsen r und m gegeben sind, so giebt die Gleichung (33.) die 
gesuchten Werthe von n und die Gleichung (4.) wird Statt fmden, wenn man 
der Gröfse n die Werlhe beilegt, welche die Gleichung (33.) bestimmt, so lange 
a- zwischen den Grenzen 

(2r — i) TT und (2r + i) x 
liegt. 

Im allgemeinen hängt die Zahl n, für welche der imaginaire Theil des all- 
gemeinen Ausdnjcks (1.) verschwindet, in dem gegenwärtigen Fall eines positi- 
ven 
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Ten Cosinus, von der Zahl r und dem Exponenten m ab; wie es die Gleidiung 
(33.) zeigt Diese Gleichung g^eht 

34. — tang 2m727r = tang 2mr9r. 
Aber aus der Gleichung ( 6. ) folgt 

q;c » o sin m^ -♦- m. sin (m — 2)x + m„sinCm — 4) a? 

3ö. — tang2mn9r=; 1 ^ 4 * — ^--t tx ' 

cosma?-*-TO^ co»(7n — 2)a; + 7n^ cos(m — 4) x 

also ist 

« 

♦^.»^ o^-w *^" ^^ •*• ^i ^^" C'^ ""'2) ^ + m, siii (m — 4) 0? . . . . . • 

lang Jmr'jt rr 2 1 ^_£ « ■■ ). < 

cos mx + m^ cos (m — 2) o: + m^ cos (jn — A) x 

oder 

36. = cos 2 mr TT sin mx -¥- m^ sin (m — 2) x + m^ sin (m — 4)^j;....J 

— sin 2mrit cos rnx -H /n^ cos (m — 2) x + m^ cos (/n — 4) o?....! 
oder 

37. 0=sinTO(ar — 2r7r)+m^sin(m — 2)(x — 2r7r)+mgSin(/n — A)(x — 2r3t).... 

Aber ein reeller Wertb von (2 cos x^ findet in allen Fällen Statt: also 
fmdet auch die Gleichung (37.) in allen Fällen Statt, nämlich für beliebige 
Werthe von rr, die zwischen 

(2t — I) TT und (2t + |) tt 
liegen. 

Da X zwischen den Grenzen (2 t — 5) ir und (2 t + \) it eingeschlossen 
sein soll, so liegt der Bogen o? — 2r7r nothwendig zwischen den Grenzen 

— ^TT und -♦- ^71*. 
Bezeichnet man also durch x^ einen beliebigen Bogen, der zwischen den Grenzen 
— ^ir und + ^TC Hegt, so ist, vermöge der Gleichung (37.) 

38. = sin mx^ + m^ sin (m — 2) x^ + m^ sin (rn — A) x^ 

iKeses giebt das merkwürdige Resultat, dafs für einen beliebigen Bogen x 
zwischen — ^tt und + Jtt, die Gröfse sin mx^ -♦- m^ sin (m — 2) x^ + 
m^ sin (m — 4) x^ immer Null ist, was auch x und m sein mögen. 

7. 
Entwickelt man die Gleichung (6.) für den Fall der Existenz imaginairer 
Werthe von (2 cos ar)"*, so findet man durch eine der obigen ähnliche Rechnung : 
39. = cos2m/iir cos mo? + m^ cos (m — 2) a? + m^^ cos (m — 4)ar....J 

— sin 2 mnTt sin mx + m^ sin (m — 2)x + m^ sin (m — A)x... .J und 
40. = cos 2m (f»-*-r)7r, oder taug 2 m /iir = cot 2 mrot 
Biese Gleichung giebt den gesuchten Werth von n. 

L 4 
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Die Gleichung (39.) giebt 

cos mx + m, cos (m — 2) ^ + m„ cos (m — 4) a: . . . . 

41. lang 2mnTt = -: ^ . ; -^ * . ; f: , 

^ sm mx + m^ sm (z?* — 2) o? + /»^ sin{ni — A) x . . . . 

also vermöge der Gleichung (40.) 

- cos mx + m, cos (m — • 2) a? + m. cos (jn — A) x 

cot 27n7Tt = -T ' — : — ■} -V * — ; — 7 tt 

sin m,x + m^ sin {m — 2) o? + zn^ sm [m — 4) o? 

oder 

42. sc cos 2 mr7r(sin m.x -♦- m^ sin (m — 2) o: + m^^ sin (m — 4)a; ) 

— sin 2 /nr TT (cos mo? -♦- to^ cos (zn — 2) o? 4- zn^ cos (/n — 4)^ ) 

oder 

43. Ö=s=sinm(^ — 2r7r)4-m^sin(m — 2)(a: — 2r7r)+m2sin(m — 4)(a7 — 2nr)... , 
öder auch 

44- = sin /n o:^ -♦- /n^ sin (//z — 2) ^^ + m^^ sin (zn — 4) o:^ 

Dieses Resultat stimmt mit dem obigen iiberein ; also mufs die Gleichung 
(38.) auch Statt finden , wenn imaginaire Werthe von (2cos a:)" existiren; 
wie gehörig y weil die Gleichung (38.) in allen Fällen Statt finden mufs. 

8. 
Um nun die Resultate (38. oder 44.) auf den allgemeinen Ausdruck von 
(2 cos x)r (1.) anzuwenden, darf man nur diesen Ausdruck so verwandeln, dafs 
die Grofse (38. oder 44.) von dem Uebrigen abgesondert ist 

Es ist 

cos zn(a?+2zi7r)=: 
coszzi(a? — 2r7r) cos2zzi(r+zi)7r — sinzn(a? — 2r7r)sin2zz2(r+z^)7r 
cos(zzi — 2) (o: + 2zi7r) = 

cos(zzi — 2){x — 2r7r) cos2zzi(r+zj)7r — sin(zzi — 2){x — 2r7f)sin2zzi(r+z/)T 
cos {m -— 4) (a? + 2zi7r) = 

cos(zzi — A)(x — 2r7r) cos2zzi(r+zi)7r — ^^sin(zzi — A)(x — 2r7r)sin2zzi(r+z?)a; 

I 

• ..,.•.••.••0. •.....• 

sin zzz (a: + 2zi7r) = 

cos zzi(a; — 2r7r)sin2z7i(r+zi)7r+ sin m,(x — 2r7r)cos2z/i(r+zx)7r 
sin (zzi — 2) (o; + 2zi7r) = 

cos(zzz — 2)(a? — 2r7r)$in2zzi(r+zi)7r+sin(zzi— 2)(a:— 2r7r)cos2z^(r^-z^)7^ 
sin(z?2 — 4)(a?+2nÄ') = 

cos(zn— 4)(a?— 2r7r)sin2zzi(r+zi)7r-|-sin(zn — 4)(a7 — 2r«)cos2zn(r+/z)7r 
. . • • • • . • • • . . • .^ • >» • • •-..•• •- • • * . « <• .* r.» '• . k » • • . 
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also 

(2cos aif = I cos 2m (r + n) ir db i sin 2m (r + n) ir j X 

I cosm(j;— 2nr)+m,cos(m — 2)(a;— 2r7r)+mgCOs(m— 4)(^-^2r7r) '» 

dfci(sinm(a7— 2r7r)+m^ sin(m— 2)(a?— 2rjr)+mg sin(m— 4)(a?— 2rjr).....) !• 
Nun ist vermöge (11. oder 17.) 

« 

^ sinm (a?— 2rjr)-hm^sin(m— 2) {x — 2nr)+m,sin(m— -4)(jf— 2.r3r) . . . . ; 
also ist 

45. (2 cos x)^ = I cos 2m (r + n) tt i i sin 2m (r + n) tit I X 

I cosm(a7— -2r7r)+m^cos(m— 2)(j: — 2r7r)+m^cos(m — 4)(a?— prir) I 

t)ieses ist der allgemeine Ausdruck von (2cosa7)"*, so redudrt, wie es die 

Existenz der reellen 'Werthe erfordert. Er gilt für jeden beliebigen Bogen a, 

der zwischen den Grenzen 

(2r — ö^ und (2r + i)^ 

liegt, und fär einen beliebigen Exponenten m. 

9. 
Es sei zweitens 

cos X negativ. 

Da zufolge (§ 3.) unbedingt particulaire Werthe von (— 1)" und folglich in 

diesem Falle von 

46.. (2 cos ^)" = 1 2 cos a?r (— 1)* 

nicht Statt finden, so kann nian» wenn cos x negativist^ nicht wie oben verfah- 
ren. Aber es ist leicht, dxSj^ in diesem Fall, die obigen Resultate mit dem allge^ 
meinen Ausdrucke von (2cos rr)" (1.) zu verbinden. 

Es sei nämlich^ ein beliebiger Bogen, dessen Cosinus negativ ist, so ist 

klar, dafs 

47. j^— ^ = o? 

ein Bogen sein wird, dess» Cosinus positiv ist. Schreibt man also it -^ x 
oder j in den allgemeinen Ausdruck von (2 cos xf (1.) statt o?, so findet man 
48: (2 cos j)" = cos m (d? + ^ -♦- 2/iw) + m^ cos (m — 2) (o? + tt + 2 nit) 

4- T^g cos (m — 4) (a? + TT + 2/J7r) 

± I (sin m {oo^^it + 2nit) + m^ sin (m — 2) (o: + tt + 2/i7r) 

-♦- m^ sin (m — 4) (o? + tt + 2n'x) .V 

Die Gröfse rechter Hand geht auch in diejenige des Ausdrucks (1.) über, wenn 

4* 
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man 2n+i statt 2n setzt. Macht man also die nämlichen Verwandlungen wie in 
(§. 6.) und nimmt dann auf die Gleichungen (3 ?• oder 43.) Bücksichty so ist dasRe-* 
sultat dasjenige, welches man findet, wenn man in (19.) 2n+i statt 2n setzt, also 
(2cosyf = [cos ni (2t + 2n + i) tc db i sin m (2t + 2n + i) Tt] X 

[cosm(a: — 2T7t)+m^cos(m — 2)(a^ — 27Tt)+m^cos(m — 4)(a? — Sttt)....], 
fcljglich, wenn man wieder statt x seinen Werth y — ?r setzt und dann o? statt 
y schreibt, 

49. (2cos o?)" =1 cos m (2t + 2/* + 1) ^ db i sin m (2t + 2/i+ 1) w f X 

cos m (x — (2t + i) Tt^ + m^ cos (m — 2) (rc— (2r+ 1) ir) 

+ m^ cos (m — 4) (a: — '(2t + i) itl 1 • 

' Dieses ist der allgemeine Ausdruck von (2 cos o:)™ für einen beliebigen Bogen 

X, dessen Cosinus negativ ist, und der zwischen den Grenzen 

(2r + |)7r und (2r -♦- I) TT 
liegt. 

Die Gleichung (38.) ist in dem gegenwärtigen Falle folgende : 

60. = sinm(a7jj — 7r) + m^sin(m — 2) (x^ — Tt)+m^sm(m — 4) (x^ — tt)...., 

wo x^ einen Bogen zwischen den Grenzen 

^Tt imd Itt 
bezeichnet' 

10. 

Nachdem die allgemeinen Ausdrücke von (2 cos a:)" (45. und 49.) in den 
beiden Fällen positiver und negativer Cosinus gefunden sind, ist es leicht, die- 
jenigen Werthe der willkürlichen Grofse n zu unterscheiden, die den beson- 
dern Werthen der Potenz (2 cos rr)"" zukommen. '* . 

Da nämlich die Factoreh 
cosm(a; — 2rTr)-t-m^ cos(m— 2) (x — 2rK)+m^ cos(m — 4) (x — 2r7r) .... und 

cos m (x — (2t + i) TtJ + m^ cos (m — 2) (x — (2t + l) Ttj 

+ m^ cos (m — 4) f ^ — (2 t + l) Tt) 

in den Ausdrücken (45. und 49.) immer reell sind, so sind offenbar die Werthe 
von (2 cos x)^ dann reell, wenn die imaginairen Werthe der andern Facloren 

cos 2m (t + n) Tt dz i sin 2m (t + n) Tt und 
cos 2m (2r + 2rt + 1) tt ± / sin m (2t + 2n+ l) it 
verschwinden: hingegen sind sie imaginair, wenn die reellen Theile dieser 
Factoren gleich. Null sind; das heifst; die Werthe von (2 cos a?)" werden reell 
sein, wenn 
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~ j fiir cmen positiven Cosinus sin 2 m (r + n) i 
I för einen negativen.Cosinus sin m (2r + 2n 



gativen.Cosinus sin m (2r + 2?»-h 1) ä = 0, 
isty und sie werden imaginair sein, wenn 

5 J fiir einen positiven Cosinus cos 2m (r + n) ir = 0, 

' '• * I för einen negativen Cosinus cos m (2r + 2n+ 1)^=0 

ist. , 

Aus diesen Bedingungen lassen sich die gesuchten Werthe von n für 
gegebene Werthe von m- leicht finden. 

I. £s sei m eine ganze Zahl. 

In diesem Falle ist immer 

sin 2m (r 4- yi) «r = und sin m (2t 4- 2n 4- 1) = . 
Zugleich ist 

cbs 2m (r 4- n) TT = 1 und 

cos (2r 4-2n4- 1)« = — 1, fiir ein ungrades, und 

cos (2r 4- 2» 4- 1) TT = -Wfel» fiür ein grades m. 

Der Ausdruck von (2 cos xf ist also . 
(2 cos o:)" = ± f cos m,x 4- /n^ cos (m — 2) o? 4- m^ cos (m — A) x ..%...) 

Das obere Zeichen gehört 2u jedem beliebigen Werthe von m, wenn co5 x 
positiv ist und zu gradcn Werthen von m, wenn cos x negativ ist. Das 
untere Zeichen gebort zu ungraden Werthen von /n, wenn cos x negativ ist. 
Imaginaire Werthe existiren, wenn 7» eine ganze Zahl ist, nicht. 

.II. Es sei m ein Bruch. 

A. Ist der Nenner von m eine grade Zahl, 
so kann man setzen ' 



V 

2fi 






Da der Bruch m auf die kleinsten Zahlen gebracht vorausgesetzt wird , so 
i V mit 2/x keinen gemeinschaftlichen Theiler mehr hat, so mufs v nolhwcn- 
ungrade sein. "" 



a. Reelle Werthe von (2cosa?)** 

a. Wenn cos x positiv ist. 
Alsdann ist sin 2m (n+r) =0, wenn 

n 4- r = und n 4- r = jtt. 
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uiid weil zugleich cos 2m (r-h/i) = + 1> für h + r = Oj und = — 1 für 
n + r^= fi ist, so exktiren zwei reelle Wcrthe von ( 2cos a?)-. Sie sind 

('2 cos 07)"= ' 

±1 cosm(a7 — 2m)+mcos(m — 2)(ar — 2r7r)4-mj,cos(m— 4)(aj — 27ir).... 1. 

b. Wenn cos. x negativ ist 

giebt es keinen reellen Werth von (2 cos a:)^; denn die Bedingung der Existenz 
solcher Werthe, nämlich die Gleichung 

• /n . o . .\ • (2r + 2n+l)v 
sm (2r + 2n+ 1) mar = sm ^ ^ ar = 0, 

kann durch keinen ganzzahligen Werth von n erfüllt werden, weil 2r+2n+ 1 
und y , heides ungrade Zahlen sind , 2 ft hingegen eine grade Zahl ist und folglich 

^ ^ für kein ganzzahliges n eine ganze Zahl sein kann. 

ß. Imaginaire Werthe von(2eos^y. 

a. Wenn ifb^ x positiv ist 

Der Bedingung der Existenz solcher Werthe , nämlich der Gleichung 

n / . \ »(r + n) 
cos 2m(r + njit = cos — ^ ^ tt ^ 

kann Genüge geschehen, wenn — = 2/? db |, das heifst, wenn fi = -t 

oder wenn 

4o ± 1 

ist, wo p eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und weil in diesem Falle 

sin 2 m (r 4- n) TT = sin ^ ~ (n + r) ik • 

soiTohl + 1 als — 1 sein kann , so sind zwei imaginaire Werthe von (2 cos rr)" 
möglich. Sie sind 

(2 cos x^ = 

dt jj cosmCa?-2r7r)4-m^cos(m--2)(a?—2rjr)+m,cosCm--4)(«--2rjr).-.. 1. 

b. Wenn cos x negativ ist, 

so läfst sich die Bedingung der Existenz- imaginairer Werthe von (2cos :r)", 
nämlich die Gleichung 

cos (2n + 2r + 1) m* = cos ^" + ^^+ ^ ^ — q 

2fL 
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erfüllen» wenn ;;— = 2J7 db i, das heifst, wenn u = r — 7-7, oder wenn 

2^ ^ ^ •^ 4/7 ± 1 



7n 



^4£± 



2 
ist, wo /> eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und weil in diesem Fall 

Sin ^J/i 4- 27* + 1^ mrc = sm — * -^ tt, 

sowohl + 1 als — 1 sein kann, so giebt es zwei imaginaire Werthe yon 
(2cosa?)" Sie sind 

(2 cos xf =±1 1 cosrnTor — (2r + l)7r)+m, cos(m — 2) (o; — (2r + i) tt) 

+ m, cos (m — 4) (o: — (2r + 1) tt^ •» • • j- 

B. Ist der Nenner von m eine ungrade Zahl, 
so kann man setzen: 



m = 



2/X+ 1 

Da der Bnich m wiederum auf die kleinsten Zahlen gebracht vorausgesetzt wird, 
so ist die Zahl y durch 2/* 4- 1 nicht theilbar. 



so 



kann 



a. Reelle Werthe von (2cos o:)"- 
ö. Wenn cos x positiv ist,' 

• o / * \ j . 2v (n + r) 

sm 2m m -♦- r) ir oder sm — :r-^ --^ ir 

2a -♦- 1 



2ji^ 
gleich Null sein, wenn 

n -♦- r = und n -♦- r = /? (2 11 + 1). 

In diesem Falle ist also 

cos 2/n (n + r) TT = cos ott = + 1 und 

cos 2m (/z -♦- r) TT = cos 2vpTt = + 1. 

Also giebt es in allen Fällen immer einen reellen Werlh von (2coi xf. 

Er ist 

(2 cos xf = 

4.1 cosw(a;-r:2n7r)+TO^cos(m — ^^2)(a:— 2»ir)+m^cos(m— 4)(a? — 2n7r)..;. I 

b. Wcnn'co^x negativ ist, 
•so kann 

• /o « .X 1 • V (2/z-*-2r + 1) 
sm (2/x + 2r + 1) m^r oder sm — ^^ — r : Tt '. « 
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gleich Null sein, wenn 2/i 4- 2r •+• 1 durch 2(1+1 theübar ist, das heifst, 

wenn 

* 2/1 + 2r+ 1 

2/.+ 1 =P 
ist, wo p eine ganze Zahl bedeutet. Dieses giebt 

Da 2ft + 1 ungrade ist^ so mufs p ungrade sein. Denn Ware p grade, so 
würde p (2fi + i) — 1 ungrade und folglich durch 2 nicht theilbar sein. Für 
sin(2n + 2r + 1) rmt = ist 

cos (2n + 2r -♦- 1) rmt = cos pvit, 
und weil p ungrade sein mufs, so giebt es nur einen Werth + 1 von cos 
pfTT, wenn v uugrade, und zwei Werthe + 1 und — 1, wenn v grade ist. 

Die reellen Werthe Von (2 cos o?)" werden also 

(2 cos xY" = =*= I cos m (a; — 2rw) + m^ cos(rn — 2) (o? — 2r7r) 

+ m^ cos (m — 4) (a: — 2rit) I 

sein. Sie finden beide Statt, wenn v grade und nur einer wenn v ungrade ist. 

ß, Imaginaire Werthe von (2 cos rr)" 
a. Wenn cos x positiv ist. 

Die Bedingung der Existenz solcher Werthe , nämlich die Gleichung 

« / . ^\ 2(n + r)v 

cos 2m (n + i) Tt =z cos -77 ^ tc = 

Jm + 1 

erfordert, dafs 

2(n + r)y _ 

ist , wo /i eine beliebige ganze Zahl bedeutet 

4Dieses giebt 4 (/i + r) v = (4/? ± 1) (2 ft + 1) , oder 

4y 

Aber dieser ^Werth von /i + r kann nie, wie es sein mufs, eine gan^e 
Zahl sein; denn die Zahlen Ap db i und' 2fi+ i siiid beide ungrade, al^o ist 
der Zähler von m + r ungrade und folglich durch 4 y nicht theilbar. 

Mithin giebt es in dem gegenwärtigen Falle keinen imaginairen Werth von 

(2 00$ a?)". 

b. Wenn 
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^. Wenn cos x negativ ist 

Die Bedingung der Existens imaginairer Werthe von (3 cos ai^^ nämlich 
die Gleichung 

cos (2n + 2r + 1) mic = cos ^ : — — ^ = 

2(1+1 

erfordert 9 dais 

(2n + 2r+i)v _ , 

— 27=n — -2/,+,, 

wenn p eine beliebige ganze Zahl ist. Dieses giebt 

2v(2» + 2r + 1) = (4p ± 1) (2ft + 1), 

oder „ + r = ^£-±i>i2fi±i)lli^. 

4v 

Dieser Werth von n + r kann aber niemals eine ganze Zahl sein; denn 
4/7 db 1 und 2ft + 1 sind beides ungrade Zahlen, und 2y ist grade. Also ist 
der Zähler von n + r ungrade und folglich durch den graden Nenner 4y nicht 
theilbar. 

IVfithin existiren in dem gegenwärtigen Falle keine imaginairen Werthe 
von (2 cos o?) . 

in. ' £s ^ßi Tßi/rationul oder. imOginaar, 

In diesem Falle können die Prodücte 

2m (n + r) und (2n + 2r + 1) m, 
für einen andern Werth von r sis Null , niemals weder ganze Stahlen , noch un- 
grade Zahlen durch 2 dividirt, sein. Allgemein, also können die Bedingungen 
(61. und 52.) nicht erfüllt werden, und folglich giebt es in dem gegenwär^ 
tigen jFalle, allgemein, weder ganz reelle noch ganz imaginaire Werthe von 
(2 cos a?)". 

Ist r = 0, so existirt für n = ein einzelner reeller Werth von (2 cos o;)*, 
. in so fem cos x positiv ist Er ist 

(2 cos ar)"= 4- j cos mx + m, cos(m — 2)a> + m^ cos (m'^4)« I. 

... 11. 

Auf diese Weise wäre die Aufgdl>e vollständig «llifgelDserr 
Die Gl^ehung 

sin m4?^-4- mtsni (wt— 2)a?^+ Th, sin (m — 4) a?^ , . £= (38), 

welche eine» von den Reanütälea. W9F| verdient eine bescmdeFe Aufm^ksamkeit 
I. 6 
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Diese Gleichung ist es wesentlich^ atis welcher (Ke DHT^ienzen der verschiedenen 
Uatersuchojigen der Aufgabe entstehen. Ib der That fallt es beun ersten An- 
blick auf» dafs die Gleichung eine wechselseitige Abhängigkeit der beiden^ 
Grofsen m und a: von einander auszudrücken scheint. Aber da eine solche Ab- 
hängigkeit nicht Statt findet, so folgt, dafs die Gleichung identisch ist. Sic ist 
dieses bekanntlich fiir ein ganzzahliges m. Sie mufs es also allgemein sehr. 

Die Gleichung läfst sieb auch noch auf folgende Art beweisen. 

Esist 

e — e 

sm üc = ■ . ' '■■ • 

2i 

Dieses ^eb% wenn man der Reihe nach mcc, (m — 2)a?, (m — 4)a:, etc. 
statt o; schreibt, 

63. sin mx +■ m^ sin (m — 2)^ o? + m^ sin (m — 4)^ 

imx —im« 

= ^ — e 

= + « (i+m^e + m,e ) f . ,,- 

^ «-'-' (1 + m/"- + m/*'\ .,.....> r ^ 

2* 

(+ir _ — ixv^ . ^ —IX . •fixvm 

, ,. . . "" : 27 . 

Nun ist 

e + e =2 cos x, 

also 

64. (e*''+0*=(2cosa:r==|2cos;tPC±ir 

^. ■ I COS 2m nir + / sra 2mmi 

— I ^^^^1 • I ^,Q5^27«+l)mir+ isin<2h+l)m7r, " 
und wenn. man -^^1^ statt + I schreibt,.- 

r -ix •i'isNjB im l cos 2m7iiif — I sin 2w»n7r 

65. (fi +^ jr + |2cosa?| . l /^ . jn • • /o . ^\ 

^ / I I I cos(27*+l)m7r — zsin(2n+ l)ir; 

also, wenn man (28 find 29) in (27) substituiit, , 

sin mx + m^ sin (m — 2) o? + /n^ sin (m — 4) 4Ip • . 

66. j I 2 cos ^a?)-"' san 2mnity för einen po^kiyen Coanus, mid 

~ 67. I f 2 eoi it|" a&i (2^7» + 1 ) m-jf, für einen negatiren Coskius. '^ 



I 



Dieser Ausdruck hat rechtcrhand n verschiedene Werthe fiir ein und das- 
selbe o?, und es ist klar, dafs die Verschiedenheit der Werthe von n nur von 
der Verschiedenheit der Zahl der Quadranten herkoinmen V^xm, in welche ^ fallt. 
Ein und derselbe Werth von n wird allen x. die zwischen zwei Zeichen- 
wechseln des Cosinus liegen, gleichnaafsig zukommen., Man fange z. B. die 
X von — ^7t an, so wird der Ausdruck (66.) fiir alle x^ von ^ = — \'it bis 
rr = + |7t passen y weil die Cosinus aller dieser x positiv sind. Die Zahl n 
wird irgend einen Werth haben» welcher der nämlich^ bleibt för alle jene x. Die- 
ser Werth von n kann sich deshalb nicht verändern, weil solches nur sprung- 
weise geschehen würde^ die x aber s tetig auf einander folgen. Ist nun jaber 
X bis zu -♦- I TT gekommen,, so ändert der Cosinus plötzlich sein Zeichen; also 
kann dann auch n seinen Werth ändern. Es m u f s ihn sogar ändern, weil von 
o? = + |7t an, der Ausdruck (56.) nicht mehr^ nämlich nicht für Bogen pafsl; 
die grofser sind als + ^tt, indem die Cosinus solcher Bogen nicht mehr positiv, 
sondern negativ sind. Für sie pafst nunmehr der Ausdruck (67.)^ welcher 
von ^ = ^TT bis /r = 1* gilt^ und wie man sieht, hat nun 2n um eine Einheit 
zugenommen. Eine solche Veränderung findet von neuem Statt, wenn x bis 
nach I TT gelangt ist; und so weiter. 

Verschiedene Werthe von n können also nur verschiedenen Abtheilunmir 
des Umfanges,. und jeder Abtheilung kann nur ein und derselbe Werth von n 
zukommen. . . - 

Daraus lassen sich leicht die Werthe von n finden, welche einer gegebe- 
nen Abtheilung des Umfanges zugehoren. Es- sei 2. B. ; ar = 0, so ist 'offenbar 

sin mx + m^ sin (jn — 2) o? + m^ sin (m — 4) i? ....... . 

gleich Null. Aber ^nn a? = 0, so ist ] cos orp = + 1 , also giebt alsdann die 

Gleichung (65.); 

= sin 2mn'jtn 

Aber der nämliche Werth von ti. Welcher o? = angehört, kommt auch, 
wie yorhin bemerkt, allen andern x zu, von 0? = — ^tt ^ ^c-ses.-t- |ir. Also 
ist fär alle diese x ebenfalls sin2mn7rs0, folglich, vermöge der Glei*: 
chung (56.) 

sin mx + m^ sin (m — 2) :i? + m^ sin (n — 4) ^ = 0, 

fiir alle x zwischen — \it und + jir; welches zu beweisen war. 
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12. 

Die Gleichung 

sin mx^ + m^ sis (m — 2) ar, + mg sin (m — 4) a?^ = 

entwickelt, giebt 

o = sin mx^ + m^ sin mx^ cos 2x^ + m^ sin ma?^ cos 4a?, 

-2-TO, cos mo?^ sin 2x^ — fn^ cos ma?, sin 4j?, 

oder 

68. = sin mx, (1 4- m^ cos 2n?, 4- m, cos 4a?, ) , 

— cos mx^ ( m, sin 2a:, 4- m, sin 4a?, ), 

Iroraus 

69. tang mx, = ^. ^»n 2.r. + m, sin 4^, + m, sin 6:r, . 

^ • 1 4- m, cos 2a?, 4- ^ cos 4a?, 4- /Hg cos oa?, 

folgt Diese Gleichung wird also för alle x zwischen — jtt und 4- |w und für 
jedes beliebige m Statt finden. 
Es sei z. B. : a? = \Tt, so ist 

sin (m — 2)a?, = sin (^mit — ^r) = — sin |m« 
Äin (m — 4)a?, = sin (^rme — 2it) = 4- sin \m'K 
sin {m — 6)a?, = sin (^mit — Stt) = — sin |m« 
etCy also 

sin mx^ 4* m, sin (m — 2) a?, 4- m^ sin (m — 4) o?, 

= sin \m'n: (1 — m, 4- m^ — ™3 + ^^ "" ) 

= sin jmir (1 — 1)" 
welches, wenn m positiv. Null ist; wie gehörig. 
Es sei o?, = jTC, so ist 

sin 2a?. = 1 , sin 4a?, =s 0, sin 6a?, = — 1 , sin &x, =? etc. 
COS 2a?, = 0, cos 4a?, ==•=— 1, cos 6a?, = 0, cos 8a?, = 4- 1 etc 
also zufolge des Ausdrucks (69.) 

, ^ , m, — m^ 4- Tn^ — m. 4* 

60. tang 4m7t 3?i— i ^— , %^ 7 , . ■ ■ 

1 — ^2 + TO^ -^ ''»e "*■ • • 

Es lassfe'u sich aus dem Ausdrucke (44.) noch mehrere interessante Satze 

herleiten. 



**■ 
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4. 
Untersuchung der Wirkung einer Kraft auf drei Puncte. 

(Vom Herrn Bau-Conducteur KossacL^ 



J-..4. 



jnLufga*be. Eine feste unbiegsame horizontale Ebene ruhe auf den drei Punc- 
ten A, JS, C (Fig. 11.) und sei in G mit dem Gewicht P belastet: man sucht 
den Druck auf die Unterstützungspuncte. 

Auflösung. Die Lage sämmtlicher Stücke sei gegeben durch die graden 
Linien GA = a, GB = b, GC = c und durch die Winkd AGB = a, 
AGC=iß. Setzt man nun den Druck auf ^ = Q, den Druck auf B=^ Q* und 
den Druck auf C = Q", so hat man, da die Pressungen ß, Q\ Q" als Kräfte 
angesehen iverden können, welche mit der Last P im Gleichgewicht stehen, 

und in Beziehung «af AG, als Momentenachse, 

Q'b sin a = Q'c sh|^, 

hingegen in Beziehung auf J?6r, als Momentenachse, 

Q^a sin a = — Q'^c sin (a -♦- ß). 

Aus diesen Gleichungen erhält man für die drei unbekannten Grofsen fol- 
gende Ausdrücke: 

— —bcsm(a + ß) ^ 

y '^ bc sin (a -♦- ^) -♦- ac sin ß + ab sin a ' ' 

qJ _^ ' ac sixi ß ^ p 

^ : ^-^ bc ^ {a + ß) + ac sin ß + ab sin a ' ' 
^Aj öÄ sin a -^ 

V '^ bc sin {a + ß) + ac sin ß + ab sm a,* 

Für ^ ~ • folgt, wenn man zuych: Zähler und Nenner mit sm a diyidirt, 

^ Tr-2Äccosa -^ 

* . '^2be cos a + ac + ab ' ' 

(Kas u ^^ r.i>, 

* -^ 26c cos a + ac + ab 

n//= ^ ^ . i>. 

•^ — 2bc cos a + ac + ab 

Für a==: 180*, oder fiii* den Faff} dafs die drei Unterstützungspuncte in 
einer gradeii ' Linie Hegen, ergiebt sichr 
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5. 
Einige geometrische Sätze. 

<Voa Herrn SUiner.) 



' .^ 



Jr olgender Satz ist bekannt: 

„Wenn die drei graden Linien Aa^ Bb, Cc (Fig. i.), wdche die Ecken 
zweier in cineriei Ebene liegenden Dreiecke uiBC, abc paarweise yerbinden, 
sich in einem und demselben Punct S trefTen , so liegen die drei Schneidepuncte 
a/?, ay, /3y, in welchen die entsprechenden Seiten AB und aÄ, BC und bc 
CAy und ca sich paarweise kreutzen, in einer graden Linie.^ Und umgekehrt: 

„Liegen die Schneidepuntf^ a^, ay, ßy, in welchen die Seiten zweier in 
eirterlei Ebene liegenden Dreiecke ABC^ abc sich paarweise kreutzen , in 
eiaer graden Li^ie; so treffen sich die drei graden Linien A^f Bb^ Ccj welche 
die entsprechenden Eckpunete der beiden Dreiecke paarweise verbinden, in 
einem und demselben Punjcte Ä " 

X 

Es fmdet ein analoger Satz im Räume Statt , aus welchem sich verschiedene 
interessante Folgerungen isiehen lassen, nämlich folgender Satz: 

„Treffen die vier graden Linien ^a, Bb, Cc, Dd(Fig,2.), welche die 
Ecken zweier beliebigen vierecldgen Korper ABCD, ab cd paarweise verbin- 
den, sich in einem und demselben Puncte S: so liegen die vier Linien, in wel- 
chen sich die entsprechenden Seitenflächen der beiden Körper paarweise schnei- 
den, oder die sechs Puncte a^, ay, atf, ßy, ßS, yi, in welchen sich die 
cntsprechendjen Kanten (AB und ab, AC und ac, AB und ad, BC und bc, 
BD und bd, CD und cd) schneiden, in einer und derselben Ebene (JE)* Und 
umgekehrt: 

fliegen die vier graden Linien« in Welchen sich die Seitenflächen irgend 
zweier viereckiger Korper paarweise schneiden, zusammen in einerlei Ebene 
(£): so treffen sich 4iß vier graden Linien Aa, Bb, Cc, Dd, welche die ent- 
sprec^nden (d. h. die den gepaarten Seitenflächen gegenüber stehenden) EckeA 
der Körper paarweise verbinden, in einen und denselben Puncte S."" 
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Demi im cnrsteh Falle (fieses Satzes folgt acts der Yohranssetzung: dafs die Ecken 
der beiden Körper paarweise mit dem Puncte S in graden Linien liegen , unmit- 
telbar/ dafs jede zwei entsprechende Kanten der beiden gegebenen Körper mit 
dem Puncte iS in einer Ebene Hegen. So liegen z. B. die beiden Kanten AB, ab 
offenbar in der Ebene ASB. Daher treffen zwei solche Kanten sich in einem 
Punde a/?, '■ und mithin sdindden sich die entsprechenden Kanten der beiden 
Körper in den sechs Puncten a/?, ay, adj /?y, ßd^ y6. In je zwei entspre- 
chendeh Seitenffichen (z, B. ABC, abc) Kegen drei Pisfare entsprechender Kan- 
ten {AB und ab, BC und bc, CA und ca); daher liegen die drei Durch* 
schnittspuncfe («^5, ay, ßy) dieser drei Kantenpaare nothwendig in der Durch- 
scfanittslime der beiden Seitenflächen ^ mithin in einer graden Linie. Da es aber 
▼ier Paare entsprechender Seitenflächen giebt ; so liegen von den sechs Durch- 
schnittsptmcten der sechs Paare entsprechender Kanten, vier mal drei in einer 
^den Linie, woraus folgt, dafs diese sechs Pnncte zusammen in einer und der- 
selben Ebene (£) liegen. 

Der Beweis für den zweiten Fall des obigen Satzes ergiebt sich hieraus von 
seflbsf. Ferner ist leicht zu sehen, dafs der BeweisF des Satzes Nr. 1. unmittel- 
bar aus dem vorliegenden folgt, wenn man annimmt: £e Seitenflächen ABC 
und abc der beiden Körper liegen in einerlei Ebene.. 

Da die Ebener {E)j in weluher die sechs SchiVndepuncfe der sfech^ Paare 
enfsprechiE^der Kanten, oder der vier Dah:hschnittslinien der vier Paai^e eirtspre- 
chender Seitenflächen der beiden- Körper Kegen, durch die Durchschnittslinie 
(ßyi) der beiden Seitenflächen BCD, bcd txA durch dbn Durchschnitts- 
yoxtct {aßy der beideti Kaufen AB, ab bestimmt ist, sio behäh sie^ in Bezug 
auf die beiden Körper,' dieselbe Eigenschaft, wenn auch die übrigen Etkpuncte 
B, C, d, c, ohne aus den zugehörigen Ebenen BCB, bcd herauszutreten^ und 
ohne aufzuhören paarweise mif deirt Puncte S in graden Linien (SdD, SeCy 
ztr Hegen, ihre Lage beliebig' ändern. Daraus folgt Nachstehendes : 

„Sind irgend zwei Ebcfnen jBCl>, bcd und drei beliebiger Puncte *?, a, A^ 
die in einer graden Linie liegen , gegeb^ , und man zieht aus einem der drei 
Puncte, z. E. aws S, eine willkürliche Kifie SdBy welche die beiden Ebenen 
in den Puncten d und J> schneidet, und verbindet diese Beiden Puncter d und D 
not den beiden übrigen gegebenen Pilnclen a\ A durch Äe Linien da, DA: so^ 

ist der Ort des Durchschnittspunet^ (^<^) dieser beiden Linien eine bestimmie 

-ff-' 
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Ebene {E)^ welche durch die Durchschnittslinie (^yxT) der beiden gegebenen 
Ebenen göht" Und umgekehrt: , 

^Sind drei beliebige Ebenen BCD^ bcd und {E)^ die si^ in einer grsh 
den Linie {ßyS) schneiden, nebst zwei beliebigen Puncten A^ a gegeben,: un4 
man zieht atis einem willkürlichen Puncte (ad) der einen Ebene (J?)^ durch di^ 
beiden gegebenen Puncte zwei Linien , welche die beiden übiigen Ebenen in 
den Puncten D^ d schneiden, so liegen diese beiden Puncte J?, d immer mit 
einem und demselben Puncte S in einer graden Linie, und es liegt dieser Punct 
S zugleich mit den beiden gegebenen Puncten ^, a in einer graden Linie; oder; 
,, Nimmt man in der Ebene (J?). eine willkürliche Linie (ayd) an, legt durch 
diseelbe und durch die beiden gegebenen Puncte (A^ d) zwei Ebenen, welche die 
beiden übrigen gegebenen Ebenen jß CD, bcd^ in den Linien DC, de schnei* 
den : so liegen diese beiden DurchschoittsUnien in einer Ebene, und diese Ebene 
geht immer durch einen bestimmten Punct aS, welcher mit den beiden gegebenen 
Puncten (A, a) in einer graden Linie liegt." 

4., 
Hieraus folgt weiter, dafs der obige Satz Nr. 2. noch allgemeiner Statt fin- 
det, nämlich, dafs -^er nicht blos für zwei viereckige Körper, sondern für jede 
zwei vielseitige Pyramiden gilt; welches folgenden Satz giebt: 

„Treffen die graden Linien, welche die Eckpuncte zweier beliebigen nsei- 
tigen Pyramiden paarweise verbinden , in einem und demselben Puncte S zu- 
sammen: so liegen die Ihirchschnittslinien der entsprechenden Seitenflächen der 
beiden Körper, so wie auch die Durhschnittspuncte der entsprechenden Kanten, 
(diese Durchschnittspuncte liegen in jenen Durchschnittslinien ) zusammen in 
einer und derselben Ebene." Und umgekehrt: 

„Liegen die Durchschnittslinien, in welchen die Seitenflächen zweier n seifi- 
gen Pyramiden, paarweise genommen, einander schneiden, oder hegen die Durchs 
schnittspuncte , in welchen die paarweise genommenen Kanten ^sweier nseitigen 
Pyramiden einander schneiden, zusammen in einer und derselben Ebene: so trei^ 
fen sich die graden Linien, welche die entsprechenden Edcen der beiden K6i|>er 
paarweise verbinden, in einem und demselben Puncte &^ 

6. 

Man kann die obigen Sätze auch mtt^ andern Worten wi^ folgt afusdnicken: - 

„Sind ^, a die Scheitel zweier beUebigen gegebenen Kegel (vom nten 

Grade), deren Grundflachen in den Ebenen BCD.p bcd liegen, und liegen die 

beiden Grundflächen aufserdem in einem. Kegel„ dessen Scheitel S mit den Scheir 

teln 



Si einer, geometrische SiHie. 41 

teln Aj a der gegebenen Kegel in einer gradlen Linie liegt: so schneiden sich die 
beiden gegebenen Kegel (über ihre Grundflächen hinaus verlängert , wenn e« 
erforderlich ist) in einer ebenen Curve, deren Ebene (JE) durch die Durch* 
schnittslinie {ßy6) der Grundflächen der beiden gegebenen Kegel geht." Oder 
was dasselbe ist: . 

^Liegen die Scheitel S^ a, A dreier Kegel (nten Grades) in einer eraden 
Linie SaA^ und es schneiden irgend zwei dieser Kegel den dritten in zwei 
ebenen Curven : so schneiden auch diese beiden Kegel einander in einer ebenen 
Cun^e, und die Ebenen dieser drei Durchschnitts -Curven schneiden sich zusam« 
men in einer und derselben geraden Linie.** Und umgekehrt: 

y, Schneiden sich die Mantelflächen irgend zweier gegebenen Kegel (nten 
Grades) in einer ebenen Cune, deren EJbene zugleich durch die Durchschnitts- 
linie der beiden Grundflächen der Kegel geht: so liegen die beiden Grundflä- 
chen der gegebenen Kegel zusammen in einem dritten Kegel, dessen Scheitel mit 
den Scheiteln der beiden gegebenen Kegel in einer graden Linie liegt. ** Oder 
was auf dasselbe hinauskommt : 

^Schneiden irgend zwei gegebene Kegel {A, a^) einander in einer dbenen 
Curve, und man nimmt in der Ebene {JS) dieser Curve eine willkürliche Lime 
(^)/d) an, legt durch diese Linie zwei willkürliche Ebenen , welche die gege^ 
benen Kegel respective in zwei ebenen Curven schneiden: so liegen diese beiden 
letzten Cür\'en immer zusammen in einem Kegel^ dessen Scheitel S stets in der 
graden Linie {Aa) liegt, welche durch die Scheitel der beiden gegebenen Ke« 
gel geht." 

6. 

Da man einen Zylinder als einen Kegel ansehen kann , dessen Scheitel in 
unendlicher Entfernung liegt, so gelten die obigen Sätze in gleichem Sinne auch 
fiir Zylinder und lauten in diesem speziellen Falle wie folgt : 

„Sind die Kanten dreier gegebenen Zylinder (nten Grades) mit einer Ebene 
parallel , und schneidet von je zweien jeder den dritten in einer ebenen Curve : 
so schneiden sich auch [diese beiden Zylinder in einer ebenen Curve, und es 
schneiden sich die Ebenen dieser drei genannten Curven in einer und dersel* 
bcn graden Linie." Und umgekehrt: 

„Schneiden zwei beliebige Zylinder (nien Grades) einander in einer ebe- 
nen Curve, und man nimmt in der Ebene (JE) dieser Curve eine willkürliche 
Linie (/Sytf) an, und legt durch diese Linie zwei willkürliche Ebenen, welche 
die gegebenen Zylinder respective in zwei ebenen Cunen schneiden : so liegen 
I. 6 
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diese beiden letztgenannten CurVen zusammen in iinefll dritten Zylinder und die 
Kanten desselben, nebst den Kanten der beiden gegebenen Zylinder, sind stets 
mit einer und dersdben Ebene parallel. ^ ^ 

7. 

Ein anderer besonderer Fall ist derjenige, wo man die vorhin betrachte- 
ten Kegel auf den zweiten Grad beschränkt. In diesem Falle fmdet Folgen- 
des Statt: 

I. „Berührt von zwei Kegeln vom zweiten Grade jeder beide Flächen eines 
und dess^en Flächenwinkels: so schneiden diese beiden Kegd einander in 
zwei ebenen Curven (zweiten Grades).". 

Denn man stelle sich zwei Kegel Ay a und zwei Ebenen JE, e^ von denen 
jede jene beiden Kegel berührt, vor: so berührt z. B. die Ebene JE jeden der 
beiden Kegel A^ a in einer graden Linie ; und in dem Puncte jP, in welchem 
diese beiden Linien sich schneiden , berührt sie beide Kegel zugleich : eben so 
berührt die andere Ebene e beide Kegel zugleich, in einem Puncte p. Man denke 
sich ferner durch diese beiden Puncte P, p und durch irgend einen Punct y, 
welcher im Durchschnitte der beiden Kegelflächen Hegt, eine Ebene E^ g^cgt : so 
wird diese Ebene E^ von den beiden Kegelflächeii A^ a in zwei Cunen zweiten 
Grades C, c, und von den beiden Ebenen Ey e ia zwei graden Linien Z, / ge- 
schnitten, und es berührt nothwendig die Linie L beide Curven C, c zugleich, 
in dem Puncte P, so wie die Linie / dieselben zugleich in dem Puncle /; be- 
rührt, und nothwendiger Weise gehen auch beide Curven C, c durch den Punct 
q. Da es aber bekanntlich unmöglich ist, dafs zwei Curven vom zweiten Grade 
C, c, einander in zwei Puncten jP, p berühren und aufserdem noch in einem 
Puncte (jf schneiden, so folgt, dafs die beiden vorausgesetzten Curven C, c 
ein und dieselbe Curve sind, in welcher die beiden Kegelflächen A^ a sich 
schneiden. 

Da aber, wie sich aus der Anschauung ergiebt, der Durchschnitt der bei- 
den Kegelflächen aus zwei Theilen besteht, so ist jeder derselben eine ebene 
Curve, und daher schneiden sich die beiden Kegel -^, a, unter den vorausge- 
setzten Bedingungen, in zwei ebenen Curven zweiten Grades. 

Aus dem' vorliegendem Satze folgt unmittelbar der nachstehende : 

n. „Wenn irgend zwei Kegel vom zweiten Grade einander in einer ebenen 
Curve C schneiden, so schneiden sie einander, im Allgemeinen, noch in einer 
zweiten ebenen Curve." 

Denn wenn zwei Kegel vom zweiten Grade einander in einer ebenen Cune 
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C schneiden, so kampi orian im Allgemeinen durch die Linie, welche die Sdieitel 
der Kegel verbindet, immer zwei Ebenen legen, von denen jede die genannte 
ebene Durchschnitts -Curve C, und somit beide Kegel berührt; woraus der Satz 
vermöge des vorigen folgt. Geht aber die Linie, welche die Scheitel der Kegel 
verbindet, durch den von der genannten Curve C eingeschlossenen Raum, so 
dafs keine Ebene beide Kegel zugleich berühren kann, so kann der vorliegende 
Satz^ durch Hülfe der harmonischen Proportion, allgemein bewiesen werden; 
wovon im i^usanunenhange mit andern ähnlichen Betrachtungen , an einem an- 
dern Orte. 

Aus dem Obigen folgt , dafs wenn die in' den Sätzen Nr. 5. vorkonmien- 
den drei Kegel vom zweiten Grade sind : so schneiden sie sich , unter den dor- 
tigen Bedingungen, paarweise in sechs ebenen Curven. Um weiter bei den Fol- 
gerungen aus diesen Sätzen der Einbildungskraft zu Hülfe zu kommen , nehme 
man an : Fig. 3. sei der Schnitt einer Ebene mit drei Kegeln vom zweiten Grade, 
deren Scheitel in einer graden Linie liegen und welche einander in sephs ebenen 
Curven schneiden: nämlich S^a^A seien die Scheitel, und die drei Winkel 
BSEf ßoS, ßAe seien die Durchschnitte der Ebene mit den drei Kegeln; so 
gehen die Ebenen der beiden Curven, in welchen die beiden Kegel S und a 
einander schneiden, durch die beiden Linien bc und de\ eben so gehen die 
Ebenen der beiden Curven, in welchen sich die beiden Kegel «Sund A schnei- 
den, durch die beiden Linien BC und DE\ desgleichen gehen die Ebenen der 
beiden Curven, in welchen sich die Kegel a und A schneiden, durch die Linien 
ßy und 6e. 

Nun schneiden sich, zufolge des obigen Satzes (Nr. 6.), die drei Ebenen 
hCfBC und ^y (d. h. die oben genannten Ebenen, welche respective durch die 
in der Figur verzeichneten Linien Äc, BC und ßy gehen) in einer Linie L^ 
(welche die Ebene der Figur in dem Puncte L^ schneidet); nach demselben 
Satze schneiden femer auch die drei Ebenen bc^ DE und e6 dnander in einer 
Linie Z^, desgleichen die drei £beilen de, BC und de in einer graden Linie 
L^, und eben so schneiden die drei Ebenen ed, ED und ßy einander in einer 
graden Linie L^. 

Bemerkt man femer, dafs, wenn z. B. die beiden Linien !#,, £^, welche 
in cänerlei Ebene b c liegen , sich in einem Puncte P treffen , alsdann notbwen- 
dig die fünf Ebenen Äc, BC, DE, ßy, ^e durrh diesen nämlichen Punct JP 
gehen, und dafs daher nofhwendig auch die sechste Ebene de, so wie auch die 
beiden übrigen Linien L^, L^ durch denselben Punct JP gehen: so folgt, dafs 

6* 
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die sechs Ebenen bc^ de^ BC, DJS, ßy^ dr, so ynt auch die yier Linien 
L^f L^, L^y L^ im Allgemeinen immer in einem und demselben Puncte P zu- 
saromentreiTen , und nur in dem besondem Falle , wo dieser Punct sich ins Un- 
endliche entfernt, mit einer und derselben graden Linie parallel sind. 
Aus allen diesem zusammengenommen zieht man folgenden Satz *): 
ni. ^Liegen die Sehcitel Sy Oj A dreier gegebenen Kegel BSE^ ßaS^ ßAt 
vom zweiten Grade, welche einander in ebenen Curven schneiden, in einer gra- 
den Linie SaAi so schneiden sich von den sechs Ebenen (Äc, de^ BCy DE^ 
ßy, rfe) der sechs Durchschnitts -Curven, vier mal drei in einer graden Linie 
(X^, L^y L^y L^y^ und alle sechs Ebenen, so wie auch diese vier Linien L^^ L^y 
L^yL^j schneiden einander, zusammc];i in einem und demselben Puncte P (oder 
sind zusammen mit einer und derselben graden Ltnie parallel)." 

8. 

Die in (Nr. 7.) enthaltenen Sätze über die Kegel vom zweiten Grade, sind 
nur spezielle Falle von folgenden allgemeinem Sätzen über die Flächen vom 
zweiten Grade überhaupt, welche wir ohne Beweis ^hinzufügen und welche an 
einem andern Orte, durch eben so einfache geometrische Betrachtungen bewie- 
sen werden sollen. 

L „Wenn zwei beliebige Flächen zweiten Grades einander in einer ebenen 
Curve schneiden : so schneiden sie sich im Allgemeinen noch in einer zweiten 
ebenen Cunc." (IL Satz Nr. 7.) 

II. „Alle grade Linien aus einem Puncte S^ welche eine gegebene Fläche 
vom zweiten Grade berühren, liegen in einer Kegelfläche zweiten Grades, und 
alle zusammen berühren die gegebene Fläche in einer ebenen Cur\'e vom zwei- 
ten Grade.** 

Oder mit andern "Worten : 

„Legt man an eine gegebene Fläche zweiten Grades, aus einem aufser- 
halb, beliebig angenommenen Puncte Sy einen Berührungskegel, so ist dieser 
Kegel vom zweiten Grade, und berührt die gegebene Fläche in einer ebenen 
Curve vom zweiten Grade." 



*) In Bezug auf Jic Durchsclmlttsfignr folgenden Salzr 

y, Liegen die Scheitel S, a, A dreier gradliniger Winkel BSE, ßaSy ßAt, welche In 
einerlei Ebene liegen, in einer graden Linie SaAi so schneiden sich von den sechs Diago^ 
nalen bc, de, BC, DE, ßy, öe der drei Vierecke bdccy BDCE, ß^yfp welche jene 
Winkel paarweise mit einander bilden, vier mal drei in einem Puncte, nämlich in den vier 
Puncten Z^, Z^, Z3, L^.^ 
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m. „Berfiliren zwei beliebige Flächen vom zweiten Grade einander in 
mehr als zwei Functen : so berühren sie einander in einer ebenen Curve vom 
zweiten Grade." 

IV. j^Beriihren zwei beliebige Flächen vom zweiten Grade , eine dritte 
solche Fläche in ebenen Curven: so schneiden sie sich in ebenen Curven." 

Da zwei Ebenen zusammengenommen als eine Fläche vom zweiten Grade 
zu betrachten sind , so ist der erste Satz Nr. 7. ein spezieller Fall des gegenwär- 
tigen. Ein anderer ^ezieller Fall ist folgender: 

„Jede zwei Zylinder vom zweiten Grade, welche zugleich entweder zwischen 
oder aufserhalb zwei parallelen Ebenen liegen, (und also elliptische oder hy* 
perbolische Zylinder sind) und diese Ebenen berühren, schneiden einander in 
zwei ebenen Curven vom zweiten Grade." 

V. „Zwei beliebige ebene Cun'en, welche in einer und derselben Fläche 
zweiten Grades liegen, bestimmen zusammen zwei Kegel vom zweiten Grade, 
d. h., die beiden Curven liegen zugleich in zwei bestimmten Kegeln zweiten 
Grades.* Oder mit andern Worten: „Bewegt man eine Ebene, welche zwei 
ebene Curven, die in einer und derselben Fläche zweiten Grades liegen, berührt, 
auf die Weise, dafs sie die beiden Curven immerfort berührt : so geht die Ebene 
immer durch einen bestimmten Punct S, und dieser Punct S ist der Scheitel 
eines Kegels (zweiten Grades), welcher durch die beiden genannten Curven 
geht, und welcher stets von der Ebene berührt wird. " Da aber die Ebene auf 
zwei verschiedene Arten an die beiden Curven gelegt werden kann, so liegen die 
beiden Curven zugleich in zwei bestimmten Kegeln» 

Insbesondere folgt hieraus: 

„Macht man in irgend einem gegebenen Kegel zweiten Grades zwei belie- 
bige ebene Schnitte: so liegen die beiden Durchschnitts - Curven zugleich in 
einem andern Kegel vom zweiten Grade.* 

Femer kann aus dem obigen Satze der folgende abgeleitet werden : 

„Legt man durch einen willkürlichen Punkt P*, pii einer Fläche vom zwei- 
ten GradeJ rine Berührungsebene (JE), und femer aits demselben Punct P, 
durch beliebige ebene Curven, welche in der Fläche liegen, Kegel: so schneidet 
jede Ebene, welche mit der genannten Berührungsebene (JE) parallel ist, alle 
diese Kegel (sammt der gegebenen Fföche) in ähnlichen Curven zweiten Gra- 
des." Oder mit andern Worten : 

„Projizirt man aus einem willkürlichen Puncte J?, der in einer gegebenen 
Fläche vom zweiten Grade liegt, beliebige ebene Cunen, welche in derselben 
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Fläche liegen 9 auf eine Ebene, welche mit der in dem Punct P an die Fläche 
gelegten Beruhrungsebene parallel ist : so sind die Pro^cctioncn sämmtlich ähn- 
liche Curven vom zweiten Grade." 

VI. „Wenn von drei beliebigen gegebenen Flachen zweiten Grades, je 
zwei einander in ebenen Curven schneiden: so schneiden sich von den sechs 
Ebenen dieser sechs Durchschnitts - Curven f je zwei Flachen schneiden einander 
in zwei Ebenen Cun^en (I.)[l> ^'^^^ "^ ^^^^ ^*" einer graden Linie, und alle sechs 
Ebenen , oder diese vier graden Linien schneiden sich zusammen in einem und 
demselben Puncte jP." 

Der Beweis dieses Satzes folgt aus (V. und Nr. 7. III.). 

Aus dem vorliegenden Satze kann leicht der folgende abgeleitet werden. 

Vn. „Wenn in einer Ebene irgend zwei beliebige Cur^^en zweiten Grades 
gegeben sind, und man legt durch jede derselben eine willkürliche Fläche zwei- 
ten Grades, jedoch so, dafs die beiden Flächen einander in zwei ebenen Curven 
schneiden: so schneiden die Ebenen dieser beiden Durchschnitts -Cur^'en die 
gegebene Ebene in zwei constanten Linien L, L^ 

Diese beiden Linien Z, / haben in Bezug auf die beiden gegebenen Curven, 
eine der merkwürdigsten Eigenschaften zweier beliebigen Kegelschnitte in einer- 
lei Ebene. Nimmt man nämlich in einer der beiden Linien L, l (z. B. Fig. 6.) 
einen willkürlichen Punct P an, legt aus diesem Punct an jede der beiden gege- 
benen Curven, zwei Tangenten, welche die Curven in den vier Puncten -^, B 
und ö, b berühren, verbindet femer diese \ier Puncte AyB,a,b paarweise durch 
sechs grade Linien, von denen sich Aa und Bb in einem Puncte S, Ab und Ba 
in einem Puncte T, und AB und aÄ in einem Puncte Q schneiden: so bleiben 
die Puncte S und 2' consiant, wie auch der angenommene Punct P unter der 
festgesetzten Bedingung seine Lage ändert; dagegen ist der Ort des Puncts Q, 
dieselbe grade Linie L oder /, in welcher sich der Punct P befindet Liegt der 
Punct P im Durchschnitt (JD) der beiden Linien X, /: so liegen die vier Be- 
rührungspuncte A^y jB^ , a^ , Ä^ , der aus demselben an beide Curven gelegten 
Tangenten, in einer graden Linie, welche durch die beiden Puncte S und T 
geht ; diese Eigenschaft kommt nur diesem Puncte D allein zu. 

Femer: Legt man die vier gemeinschafüichen Tangenten an die beiden 
gegebenen Curven (d. h., diejenigen vier graden Linien, von welchen jede beide 
Cur^ en zugleich berührt) : so schneiden sich zwei derselben in dem genannten 
Puncte S und die beiden übrigen in dem Puncte T. Dadurch läfst sich auch 



Steiner, geom^rische Sätze. 47 

niit Hülfe der beiden limen £, /, die m^es Wissens nodi nicht geometrisch 
gelösete Anfgadbe: 

„An zwei gegebene, in einerlei Ebene liegende Kegelschnitte eine gemein- 
schafdiche Tangente zu legen ^ leicht auflösen. 

Endlich ist zu bemericen, dafs, im Fall die gegebenen Curven einander in 
yier Pitncten A^ JB, C, D schneiden^ drei Systeme zweier zusammengehöriger 
Linien L^ /vorhanden sind. Nämlich jede zwei yon den sechs gemeinschaftli- 
chen Sehnen der beiden Curven, welche zusammen durch alle vier Schneide- 
pnncte -^, jB, C^ D gehen (also AB und CD, -^C und jBD, AD und B C) 
dnd ein solches Linien -Paar Z, /. 

Vni. 9, Der Ort des Scheitels eines graden Kegds vom zweiten Grade, wel- 
cher eine der Gröfse und Lage nach gegebene Fläche vom zweiten Grade in 
einer ebenen Curve berührt: ist eine ebene Curve vom zweiten Grade. ** 

Ist z. B. die gegebene Fläche ein Ellipsoid : so ist der Ort des Scheitels 
desjenigen graden Kegels, welcher diese Fläche in einer ebenen Curve berührt, 
eine Hyperbel. Diese Hyperbel hat folgende * mericwürdige Beziehungen zu 
dem Ellipsoid : 

a. Die Hyperbel liegt in der Ebene (AC) der kleinsten (C) und gröfslen 
Axe (A) des £llipso*ids; ihre Hauptaxe liegt in der grofsten Axe (A) des Ellip- 
soids, und ihi'^Mittelpunct fällt mit dem Mittdpunct des Ellipsoids zusammen. 

ß. Die Axen der Hyperbel sind der Gröfse nach gleich den Excentricitäten 

derjenigen beiden Ellipsen, in welchen die beiden Ebenen der Axen (AB), (BC) 

das Ellipsoid schneiden. Sind also a^byC die halben Axen des Ellipsoids, so ist 

die Gleichung der Hyperbel: 

(ö« _ Ä«) j,^ _ (Ä« _ c') o:* = - («« _ l/) (b' - c^ . 

wo die Cöordinaten ä?, z respcctive mit den Axen A, C des EllipsoYds parallel sind. 

y. Die Hyperbel schneidet die Oberflaehe des Ellipsoids, in denjenigen vier 
Puncten, in welchen diese Fläche von vier Ebenen berührt wird, die mit Ebenen 
parallel sind, welche das Ellipsoid in Kreisen schneiden. 

Eine andere merkwürdige Eigenschaft der vier Püncte, in welchen die Hy- 
perbel die Oberflache des Ellipsoids schneidet, und welche M o n g e „ O/nÄ/y/c? 
nennt, wird von ihm bewiesen (Af^pBcation de f Analyse ä la Geometrie 
§.XVI. p.i2i) 

Ein gegebenes Ellipsoid kann also nur von zwei graden Zylindern (zweileri 
Grades) in ebenen Curven berührt werden; die Axen dieser beiden Zylinder 
bilden die Asymptoten der genannten Hyperbel. 
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IX. Bekanntlich bestimmt jeder Kreis ^ in der (Oberfläche dmier KugeU niit 
deren INIittelpunct zusammen^ einen graden Kegel; und umgekehrt: jeder gräde 
Kegel 9 dessen Scheitel im IVIittelpunete einer Kugel liegt, schneidet die Flache 
der Kugel in zwei Kreisen. Dieser Satz findet d>er nicht bei der Kugel allein, 
sondern allgemeiaer, wie folgt. Statt 

„Bewegt sich irgend eine Curvc vom zweiten Grade um ihre Hauptaxe (in 
welcher die Brennpuncte liegen ) , so beschreibt sie eine Fläche zweiten Grades, 
welche mit der beschreibenden Curve einerlei Brennpuncte hat, und jede belie- 
bige ebene Curve, welche in dieser Fläche liegt, bestimmt mit jedem der beiden 
Brennpuncte einen graden Kegel. Umgekehrt: jeder grade Kegel^ dessen Schei- 
tel in einem der b.eiden Brennpuncte liegt, schneidet die genannte Flache in 
zwei ebenen Curven. " 

Ist die erzeugende Curve eine Parabel , so ist einer ihrer Brennpuncte un? 
endlich weit entfernt Jede ebene Curve also, welche man in diesem Falle in 
der genannten Fläche annimmt, liegt in einem graden Zylinder (zweiten Grades), 
dessen Axe mit der Drehaxe parallel ist; und umgekehrt: jeder grade Zylinder 
zweiten Grades , dessen Axe mit der Drehaxe parallel ist, schneidet die genannte 
Fläche in einer ebenen Curve. 

X. „ Sind zwei Ebenen der Lage nach und ist in der einen eine Curve vom 
zweiten Grade der Lage und Gröfse nach gegeben : so ist der Ort des Scheitels 
desjenigen Kegels k vom zweiten Grade, welcher durch diese Curve geht, und 
dessen Schnitt mit der andern Ebene ein Kreis ist , eine ebene Curve vom zwei- 
ten Grade." 

Ist z. B. die gegebene Curve eine Ellipse, so ist der Ort des Scheitels des 
genannten Kegels k eine Hyperbel ; und umgekehrt : ist die gegebene Curve eine 
Hyperbel , so ist der Ort des Scheitels des Kegels k eine Ellipse ; und ist endlidi 
die gegebene Cunc eine Parabel, so ist auch der Ort des Scheitels des Kegels k 
eine Parabel. Ferner: 

„Die Mittelpuncte m, M . . . . der Kreise m, M. . . . (Fig. 4.) in welchen 

der genannte Kegel k die zweite Ebene schneidet, liegen immer in einer graden 
Linie ADy welche auf der Durchschnittslinie PD der beiden gegebenen Ebenen 
{ADPf EDP) senkrecht steht; und legt man aus irgend einem Puncte P der 
Durchschnittslinic PDy Tangenten JP/i, JPiK an die Kreise m, 3/. • • ., so sind 
alle diese Tangenten einander gleich, d. h. Pn ss PN^=^ .......•* 

^Legt man an die gegebene Curve (C) zwei Tangenten jBJB, i bb^^ welche 
mit der Durchschnittslinie DP der beiden gegebenen Ebenen parallel sind: so 

bestim« 
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bestimmen die beiden Beruhrangspuncte B^ b dieser Tangenten einen Durch- 
messer jBÄ, weldier mit der vorhin genannten Linie AD, in dem Puncte J) 
znsanmienlMfit 'Die genannte Cunre, welche der Ort des Scheitels des Kegels 
k ist, Hegt immer in der Ebene ADE mid hat mit der gegebenen Curve (C) 
den Durchmesser Bh gemein. 

XL 19 Sind zwei Ebenen der Lage nach, und ist in der einen eine beliebige 
Curve (C) vom zweiten Grade, der Lage und Grofse nach gegeben: so ist def 
Ort des Scheitels desjenigen Kegels (-AT), welcher durch diese Curve geht, und 
dessen Schnitt mit der andern Ebene eine gleichseitige Hyperbel ist, eine Fläche 
{F) vom zweiten Grade.* Nämlich: 

d) Ist die gegebene Curve C eine Ellipse: so ist die Fläche JF die Ober- 
fläche eines Ellipsoids, welches mit der gegebenen EUipse einerlei Mittel- 
punct hat 

b) Ist (C) eine Hyperbel, so ist (^F) eine hyperbolische Fläche zweiten 
Grades^ und zwar; 

a) Wenn die Durchschnittslinie {PB) der beiden gegebenen Ebenen nur 
eincfti (^oder gar keinen) Zweig der gegebenen Hyperbel (C) schneidet: so 
ist die^läch« ( JF} eine zweitheilige hyperbolische Fläche zweiten Grades 
(hyperboloide ä deux nctppes\ 

ß) Wenn die genannte Durchschnittslinie {PB) beide Zweige der gegebenen 
'Hj'perbel schneidet: so ist die Fläche (F) eine einfache hyperbolische 
Fläche zweiten Grades (Jiyperboloide ä une nappe). 

c) Ist (C) eine Parabel, so ist (JP) eine elliptisch -parabolische Flache zwei-* 
ten Grades {päraboloide eUiptique). 

d) Sind (C) zwei sich schneidende grade Linien (welche zusammen als eine 
Hyperbel betrachtet werden k&inen) : so ist (F) eine Kegelfläche zweiten Grades. 

e) Sind ( C) zwei parallele grade Linien : so ist F die Fläche eines ellipti- 
schen Zylinders. 

Ih den beiden letztem Fällen (d und e) treten aber an die Stelle der ver- 
langten gleichseitigen Hyperbel, zwei sich rechtwinklig schneidende grade Linien, 
wcfkhe als eine gleichseitige Hyperbel betrachtet werden können. 

Die so eben genannten Flächen zweiten Grades sind diejenigen , welche von 
einer Ebene in einem Kreise geschnitten werden können; und zwar wird in 
jedem der obigen Fälle die Fläche (F) von einer Ebene, welche mit der zwei* 
ten gegebenen Ebene (ABP) parallel ist, in einem Kreise geschnitten. 



\ 
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£$ ist.xu bemerken, da£s nicht 'jede Fläche zweiten Grades durch eine.£3>eiie 
in einem Kreise geschnitten, oder wie man sagt, durch Beweguog ^ines (verändeifv 
liehen ) Kreises erzeugt werden kann. Auljsc^r dem hyperbolischen und parahcv 
li$chen Kegel und dem Systeme zweier Ebenen ist hiervon die hyperbolisch -pa- 
rabolische Fläche zweiten Grades {parakoloule hyperboUcpjte) ausgenon^mea. 
Biot: (^Essai (le -G^om^irie ancdytique, S. 271.) schliefst diese Fläche nicht 
jaus; und Monge: {Application de t Analyse ä la Gdomdtric) sagt S* 46. 
ftusdrüoklich^ dafs die Fläche durch die Bewegung eines yeraaderlichen Kreises 
^izeugt^wc^rden köane. I)as von uns behauptete Gegentheil läfst sich kürzlich 
wie folgt zeigen. 

. Diß Gleichung dpr genannten Flache (für rechtwinklige G>ordinaten) ist 
hekanptlich 

Pz'-py'=-pPx (Ay. ,. 

Wird die pläche (A) vpn einer beliebigen Ebene, welche durch die Gleichung 

* a? = ay + bz -ir c ......... . (B) 

gegeben ist, geschnitten: so ist die Projection der Durchnitts-Curvc auf die 
Ebene der (/z) 

Pz^— ;7/=r — pjp(ö:jr+ÄÄ + r). (C), ^ 

welches, da z' undy' verschiedene Zeichen haben, die Gleichung der Hyperbel 
ist. Älithin ist auch die Durchschnitts -Curve selbst eine Hyperbel. Es ist klar, 
dafs die Curve (C) und also auch die Durchschnitts -Curve immer eine Hj^erbel 
ist, wenn man in der Gleichung (B) der schneidenden Ebeiie entweder j^ oder z 
oder ^ und z gleich setzt, d. h. wenn die schneidende Ebene (B) entweder mit 
yy oder init i, oder mit j^ und z parallel ist. !Nimmt man dagegen an, die schnei- 
dende Ebene sei mit x parallel , so dafs ihre Gleichung 

Äjr + 62 *♦• c =rO .•.^•(D) 

is^ so hat man för die Projection der Diirchschnitts^urve auf die Ebene der(a;z) 

welches:, wie mai^ si^ht, die Gleichung der Parabel ist; und mithin ist audi die 
Durchscbpitts -Curve selbst eine ParabeL 

Die Fläche (A) wird «demnach von einer Ebene im, AllgemeiiK^n in einer 
Hyperbel (wozu auch zwei grade Linien gehören) geschnitten, und nur in dem 
besondern Falle, wenn^ die schneidende Ebene mit der Axe der x parallel ist, ist 
die Durchschnitt- Curve eine ParahcL 
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9. 
Im vierzehnten Bande (Seite 280 , 286.) der Annalen der Mathematik v<m 
Gergonne beweisen Querret und Sturm folgenden Satz: 

„Wenn man aus irgend einem Puncte der Peripherie eines Kreises, welcher 
mit dem um ein gegebenes Dreieck beschriebenen Kreise konzentrisch ist, auf 
die Seiten des Dreiecks Lothe fället, so ist der Inhalt desjenigen Dreiecks, dessen 
Scheitel die Fufspuncte dieser LoAe sind, constant* 

Im fünfzehnten Bande der Annalen wird Seite 45. von einem Abonnenten 
und Seite 250. von Sturm folgender Satz bewiesen: 

„Fället man aus irgend einem Puncte der Peripherie eines Kreises, welcher 
mit einem gegebenen regelm'äfsigen Polygon einerlei Mittelpunct hat, Lothe auf 
die Seiten dieses Polygons, so ist der Inhalt desjeqj|l^n Polygons, dessen Ecken 
in den Fufspuncten dieser Lothe liegen, konstant/ 

Diesen Satz gab L^Huilier in derBibliothcque universelle (Maerzl 824. p. 169.) 
Die beiden Sätze sind aber nur spezielle Fälle des folgenden allgemeinem 

Satzes: 

* 

^Fället man aus irgend einem, in der Ebene eines befiebi^en gegebenen Po- 
lygons ^jB CD JE, Fig. 5., liegenden Puncte JP, Lothe JP^/^^JPjB^ , PC,.... auf 
die Seiten des Polygons, verbindet die Fufspuncte dieser Lothe der Reihe nach 
durch grade Linien, wodurch ein in das gegebene eingeschriebenes Polygon 
A^B^C^D^E^ entsteht: so ist, im Fall der Inhalt dieses eingeschriebenen Poly- 
gons konstant bleiben soll , der Ort des Punctes P die Peripherie eine's Kreises. 
Der Mittelpunct dieses Kreises ist von dem Inhalte des eingeschriebenen Polygons 
und von der Lage des ursprünglich angenommenen Punctes P unabhängig. Er is^ 
wenn man Kräfte annimmt, die in parallelen Richtungen auf die Ecken des gegebe- 
nen Polygons wirken, und sich verhalten wie die Sinusse der respectiven doppelten 
Winkel des gegebenen Polygons, der Mittelpunct (Schwerpunct) dieser Kräfte. 

Beweis. 
Man verbinde den Punct JP mit den Eckpuncten des gegebenen Vierecks 
durch die graden Linien a, b, c^ d, e, so ist z. B. 

PA^ = a . sin a und PJE^ = a « sin (A — a) | ^x 

AA^ = a . cos a imd AJE^ = a . cos (A — a) s . j 

Bezeichnet man den Inhalt des Dreiecks A^PE^ durch ^ und den Inhalt des 
Vierecks ui^,PJE^ durch Q , so hat mau 

2 ^ = P^, X PE^ . sin ^,PjB, (2) 

D=a ' 2^ 1 "-^ i.sin^^PJEJ, ....(3). 

7» 
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Substituirt man in diese Gleichungen die Vi'erthe von Pyi^ % PE^ , ./Idf^ , AE^ 
9U$ (1)9 und bemerk^ dafs ^ 

sin -^ Ä= sin ^ J^iS, , 
weil die Winkel A und A^PE^ zusammen zwei Rechte betragen, und zieht als- 
dann .die Gleichungen (2) luid (3) vojd einander ob» so findet man 

D"^2^=s ■ ' ■ " ' fcoaa.cos(/<f— a)+sina.sin(^'-*a) — 2sina.sin(^-^a)J 

^'= . ^9 ! ' / cosa.eQs(u^ — o) -7- sin a sin (-4 — a)j 
a* . sin. -(4 . cosA^ 



• IT • f 

■ •■ ^(. 2- 

ö* . sin2-d( > . , .V 
• Ä^.^ (4; 

finoet zwiJ 
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Eine ähnliche Gleichung finoet zwischen dem Viereck BBJPA^ und dem Dreieck 
B^PA^ , zwischen, dem Viereck CC^PB^ xmd dem zugehörigen Dreieck C^PB^y 
ii. s. w. Statt. Diip Summe aller Vierecke ist aber gleich dem Inhalte des g e g e b e- 
nen Vielecks ABCBE^ und die Summe aller Dreiedce ist gleich dem Inhalte des 
eingeschriebenen Vielecks AB,C,D,E, ; bezeichnet man daher den Inhalt 
desi gegebenen Vildtecks durch J und den Inhalt des eingeschriebenen Vielecks 
durch J^ , so hat irkan vermöge der Gleichung (4) : 

^ ^ a?sin2^-4*Ä*sin2i? + €:*8in2C-f- d'sin2/)+ ^'sin2jE; .,v 

J—2J=-r-, ....(6). 

Soll üun der Inhalt JT des eingeschriebenen Vielecks konstant seyn^ so ist J — 2«7, 
eine konstante Gröüse, welche K sein mag, so dafs 

a' sin2^ + Ä' sin 2B + c^ sin 2C+^ sin 2JD + e^ sin 2jB= AK.. . . (6). 
la dieser Gleichung sind alle Gröfsen konstant, bis auf a, b^ c, d, e^ welche die 
Entfernungen des unbestimmten Puncts P von den gcgebencin Puucten A, B, 
C, JD, JE ausdrücken. Es ist aber bekannt, dafs 

„wenn in einer Ebene beliebige Puncte Ay B, C, D. E . . . . gegeben sind 
und man nimmt in derselben Ebene einen willkürlichen Punct P an, zieht aus 
demselben grade Litttfu fl, Ä, r, rf, e nach jenen gegebenen Puncten, multiplicirt 
die Quadrate dieser Linien mit beliebigen Gröfsen a, yS, y, <f, £, . . . ., und setzt 
die Summe dieser Producte konstant: dafs dann der Ort des angenommenen 
Puncts P diq Peripherie eines Kreises ist, dessen Rlittelpunct in dem gemeinschaft- 
lichen Schwerpunct liegt, wciin man die Gröfsen a, ß^ y, cT, e als in den gege- 
benen Puncten A^B, Cy B, jB parallel wirkende Kräfte betrachtet." 

Daher folgt nunmehr unmittelbar der obige allgemeine Lehrsatz. Dafs die 
beiden im Anfange angeführten Sätze speiuelle Fdlle des gegenwärtigen Satzes 
sind, ist leicht zu sehen. Berlin im November 1826. 
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-■■••■••■■ 6. 

Ueber die Zerföllung einer acht -gebrochenen Function in 

einfache Parzial-Birüche. 

t • ■ • . 

(Von. Herrn Prot Dirksen.) 



1) JL/ie Zcrfällung einer ächt-gebrocbenen Function in einfache Partial - Brüche 
JBt durch dks Bedürfhifs anderweitiger ana^iischcr Theorien , und insonderheit 
dnreh das der Integral- Rechnung , zu einem Probleme von Wichtigkeit erhoben 
worden. Die erste Idee einer solchen Transformation gehört , meines Wissens, 
L e i b n i t z ; die erste durchgreifende Behandlung derselben hingegen £ u 1 e r ; und 
CS ist die Eulersche Methode, welche noch bis heute in den Lehrbüchern über 
DifTerenzial- und Integral -Rechnung zu diesem Behufe dargestellt wird. — In- 
zwischen scheint mir sowohl die Behandlung des Problems einer Bemerkung, 
als der für die Zerfiillung ermittelte Algprithmus einer Modification fähig, zu 
seyn , die beide nicht ganz unerheblich sein dürften. 

2) Das allgemeinste Schema einer acht- gebrochenen Function ist bekannt- 
lich folgendes: 

I . _ ■— i , ja n— 8 . ■— » . 11—4 . -• 

«•*■ — . - * i- . 



wo h eine beliebige positive und ganze Zahl bedeutet^ und die Coefficienten 

hätigige^ sowohl negative, als positive, gebrochene, als ganze Zahlen, nicht 
ausjgieifoimrien, angesehen werden. 

Ei*darf hier auis der Theorie der algebraischen Gleichungen als bekannt 
angenommen werden^ dafs der Netiner eines solchen Bruches, durch den Coeffi- 
cienten desjenigen Gliedes di^idirt, welches x zufliochsten Potenz enthält, als ein 
Ptoduct To» n einfachen Fäctoren von der Form 

a? — a^ , j? — a^ , X — a, , ir '— a^ rr — a^ 

betracbtet werden kann, wo a . a , a,, a . • . . a , als Functionien von den Cocf- 

A . A 
iipeiüten ' Jf^ y Ji ••••«' ^wohl negative^ als positive, gebrochene, als ganze. 
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imaginalrci als reelle Zahlen bezeurhnen. Da nun unter diesen Factoren nmeh- 
rere vorhanden sein können , die einander gleich sind , so ist die allgemeinsLe Ge- 
stalt des Nenners, unter der Form eines Productes einfacher Factoren dargestellt^ 

A^{x — aj*(a? — a^\x — a^i^^x — a/ ......... 

wo die Exponenten s\ t, u, r . . . . nur positive ganze Zahlen , ausgenommen» 

bezeichnen y und der Summe nach = n sind. Bezeichnet man nun^ der Kürze 

wegen, den Zähler desBruches mit P und setzt j4n(x — aj (rr — oi^J^Qc — a^ .... 
= y, so geht der Bruch über in 

P 

wo, rücksichtlich x^ P von der (n — 1)*^, Y aber von der (^—5)*^ Ordnung ist. 
Jetzt wird behauptet, dafs dieser Bmck wie zwei andere Brüche von der Form 

j und --— zerfallt werden könne, deigestalt, dafs man habe : 

(x — aj J^ 

P _ X''' X^ 

ix^ay . r ix-aX r ' 

wo X^*^ von der (s — 1)^°, und X(i) von der (n — s — !)•*' Ordnung sei. 
Denn, multiplicirt man die Gleichxmg mit (x — a^) . Y, $0 kommt 

(I) p = x<''.r+Xo ,(*-«.)'. 

Setzt man nun hier 

X(,)^=: jR(n^i-l) ^ -f*Ä(n«f-£)iF +R(^^t^ji^X +....jR(,|a? + J?(o) 

wo die Coefiicienten unabhängig von x sind, so kommt alles darauf an, zu er* 
weisen, dafs die Coefficienten einer solchen Bestimmung fähig sind, dafs der 
Gleichung Genüge geschehe. Da X von der (5 — 1)*** und JT von der (n^^s)^ 
Ordnung ist, so wird X '^ JTvon der (71 — 1)*" Ordnung sein; femer, da JQ|)Von 
der (n — s — ty^ und {x — a^)* von der s^*^ Ordnung ist, so wird JT^, (x — aj* 
ebenfalls von der (n — 1)**" Ordnung, mithin auch X^^^^Y+X^t^ (x — a^)*, so 
wie auchP selbst von dieser Ordnung sein. Denkt man sich demnach fiir X^*\Y 
und Jir(i)jene Formen|in die Gleichung (I)substituirt, und die Producte entwickelt, 
so erhält man auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens zwei Formen , welche 
mit x^' anheben, und sich zu x^ hinabziehen. Damit nun die Gleichung un- 
abhängig von X Statt finde, müssen bekanntlich die Coefiicienten derjenigen 
Glieder, welche x zu derselben Potenz enthalten, einander gleich sein; und da 
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auf j/eder. Seite der^Gleichung.« verschiedeiie Potenzen von ^^Torhanden sind, so 
iiihrt dies zu n Gleichungen zwischen den bekannten und den n unbekanutcn 

Grofsen Ä^*"'*^ R^*"^ . . . ..Ä^^^; Ä(«-i-i), Rin^t^g^ • • • • •ß(ff)f welche Gleichun- 
gen diso- *zur:Bd9limmung von lelztem Grölsen dienen können. 
Dies ist das bekannte Raisonnement« 

3) Dafs man auf die vorbeschriebene Weise zu n linearischen Gleichun- 
gen zwischen den bekannten und unbekannten Gröfsen gelange ^ kann nicht gc- 
läugnet werden*, dafs die n Unbekannten diesen Gleichungen werden genügen 
müssen^ falls die ffofgesfelhe Behauptung richtig sein soU^ ist eben so einleuch- 
tend: ditfi ^Is-aber diesen Gteichun^n unter allen Verhältnissen werdcto genügen 
können, ist ein Punct, der hiefifra^ch bleibt, und der grade bewiesen wer- 
dei» muls» im Falle. der in Rede stehende Satz als erwiesen wird betrachtet wer- 

dj^.n düffen. 

.■'■..«_ "■ , ■• 

Es darf hier aus der Eliminations- Theorie als bekannt vorausgesetzt werden, 
dafs die Bestimmung von n Unbekannten mittelst der n linearischen Gleichungen 

L^ =^.0, Z, = 0, i, = 0, X, = 0, l%^i = 0, 

stets mogljbh ist'^ wenn, sich v^p den Gröfsen auf der linken Seite der Gleiche 
heiftszeichen keine lifiearische Function 

bilden läist, die entweder identisch ^ich Null, oder von den Unbekannten un- 
abhängig wäre; •• Um nun £e Unmöglichkeit einer solchen Function für den vor- 
liegen^a Fall darzüthun, müssen wir die Gleichung (I) selbst etwas näher ins 
Auge fassen. Dieselbe ist 

P = X^'^jr+X(,j<rr-a^y. (I> 

Setzt man hier ar^ — a^ = r; fo^lich a? s= r + a,. und elimimrf or, so erliält 
man offenbar 

' ■ • » ■ * 

•^<i>.TrT..^<«) + ^<ö'' + 2^r .-f- 4(3)r + ^(«-i-o^ 

• . .;(?■ ."TT «!>'.=?=,?:*••-. ' . ••*•.•.•. 

Da» aJlgewf^iiHi l^ied, von X^^^ Tkann also dai^gestellt wei^e» durch 



n— 1 



.n— 5 — 1 



'. : . . W . i+« 
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von r=^ohisr a*.;r -^ 1 , und von q ss o bis ( =: n "— ^; und das dl^mme 
Glied von X(t) (x -^ a^)* durch 

von / = o bis / =s ?» — \s — 1 ; daher ist das allgemeine Glied von X^^^Y 

1 . für den Theil , wo A: < ^ ist^ 

2. für den übrigen Theil, 

Die aus der Identität der allgeoieinen Gleichung (I) hervorgehenden Spe- 
cial- Gleiclj^ungen sind demnach von der Form: 

(a) V^ 2 iS^*^^ . S(^) ~ T^^ =s 0, von ArssObisÄÄJ— 1 eingeschlossen; 

(b) TT 2 iS^ . S(q) + T(k..)— 2^^ ^=0, vonÄ=^bis/r=7i— leingesdilosscn. 
Jetzt ist es einleuchtend, dafs von den Gleichungen ^ welche aus dem Schema 

(a) entstehen, jede folgende, Eine von den Grofsen 5^^ S^\ Sf^, '. . Ä^'"*^ 

mehr, als die vorhergehenden Gleichungen, und die für Ar = (^ — 1) diese 
Grofsen insgesammt enthalten wird. Eben so wW aucb von den Gleichungen, 
die aus dem Schema (b) hervorgehen, jede folgende. Eine von den Grofsen T^o^^ 
2'ci), T^^z)y • • • • ^Tcn-t^o enthalten, welche in den vorhergehenden nicht vorhan- 
den ist. Ganz allgemein wird daher von den n Gleichungen , aus den t^ormen 
(a) und (b) entstehend, jede folgende eine von den Unbekannten S^**\ S^*\ 

S"*\ .... iS^*"*^ 2^(ö)t Ty^f T^g^p .... 2%^..,) befassen, die in den vorhergehen« 
den nicht enthalten ist. 

Bezeichnet man diso die n Gleichungen mit 

L^ = 0, L, = 0, X^ =: 0, Z, = 0, , Z(.^i) = 0; ^ 

so wird es keine linearische Function 

geben, die entweder identisch = o, oder von jenen Unbekannten unabhän- 
gig wäre. 

Hieraus folgt also, dafs die Gleichung (I) so beschaffen ist, dafs, Jnach der 
Transformation in (H), die CoefHcienten der geforderten Bestinmiung fähig sind. 
Denkt man sich nun diese als geleistet, mithin die beiden Fonnen^' und X^d in r 
bestimmt , so werden sich daraus die Formen in x ergeben , incEem man r mit- 
telst der Gleichung r ^=^ (a^ -^ a^) eliminirt; weshalb auch diese vollkommen be- 
stimmt, und durch die Gleichung (I) zu ermitteln sein werden. 

4) Da 
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4) Da also jeder- Bruch von der Form 



wo P von der Ordnung ==— l+5 + < + ii ist, zerfallet werden iaxin 

in zwei andere 

wo X ^'ö*^ der Ordnung = — 1+5 und -XJi) von der Ordnung as— 1 + /-^-^u 
Hh «..««.. ist : so findet dieses auch mit Bezug auf letztem Bruch statt ; und 
eine wiederholte Anwendung desselben Satzes auf die nach und nach hervortre- 
tenden Parzial- Brüche' fuhrt zu dem Resultate, dafs der vorgegebene Brach, 
ganz allgemein, zerfället . werden kann in einen Inbegriff yon äditen Parzial- 
Bnichen von den Formen 

-xrW -xrfr) y(5) yW 



dergestalt, dafs man habe: 

P 

(o? — a,)* {x — a^ (o? — Oy)" (o? — a^/ ...» 

xrCl) y(«) 1|r(3) y(4) 



etc. 



{x — a J ' (j7 — a^ («.— a,)' (o? — a^ 
Nun läfst es sich leicht darthun, dafs ein jeder von diesen Parzial-Briichen, z. B. 

^, zerfaik werden kann in einen Inbegriff von einfachen, d. h. von 



Parzial-Brfichen, tob der Form ■ l , wo Ck von x undbhängig und k 

(x—a^) j^ 

eine positive, ganze, zwischen und t + i exdus. enthaltene, Zahl ist Denn 
setzt man x — a^sz ^^ und diminirt j?, so geht, der in Rede stehende Bruch 
über in 

r* + Q.,r' + g.,^"* + c,...;'"* + cj+c „ 

aus welchem AusdrudL sich durch Division ergiebt 

welches die behauptete Form ist 

Da dieses offenbar auf einen jeden der obigen Parzial - Brüche anwendbar 
ist, so darf behauptet werden, dafs jeder ächte Bruch 
I. 8 



r 
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Ulli IUI !■ 



A^(x — «,) '(x — a,)'(ii; — a^T(iV — aj' .... 

zerfällt werden kann in einen Inbegriff A-on ein*faehen Parziäl'- Brüchen 

WO C k von X unabhängig und k zwischen und i + s + t + u + (? + ..,, 
exiiusi enthalten ist 

5) Dies: zur Begründung des bekannten algebraischen Satzes an sich. «Kettt 
soll von filier allgemeinen, zum Behuf dieser Zerfällung dienlichen^ Methode die 
Rede seyn. . 

Es sei hier, wie oben, d^ Bruch 

Q = Afi{x — o*^{x — 'Äg)*"c^— öt^y'^c^ — ^«/"^ • • • • c^— »i^y^*^ • • • • 

und ganz allgemein die Frage nach denjenigen Parzialbrüchen , deren Nenner 
irgend eine Potenz yon {x — a^) bilden. 

Setzt man die algebraische Summe aller dieser Parzial-Brüche = ;; -,-r , mid 

— = J'tf, , 



SO wird die algebraische Summe aller übrigen Brüche durch -—- dargestellt wer- 

den können, wo ^^ von X((2) ganze Functionen von or, erstere von der -Ord- 
nung f= —'1 -^•i^*^ und letztere von der Ordnung ss — i -^ < + n> bezeicht 
nen. . Alsda^n hat man 

ö - (. - a,y^«' * Jf^<.)' 
^ -also -:r^w^-^^^-"^^^'-: : 

Setzt man hier a? — a^ = <?(^)^ und bezeiotmet die cOrrcspondiroüden.' Formen, 
in ^(omit ^ ... 

so geht die Gleichung über in 

C0'<0 * (fyJ^iCr 
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Denkt man sich nun die in dieser Gleichung enthaltenen Grofsen nach steigen* 
den Potenzen von it^) geordnet , und die Quotienten nach ehen dieser Form ent- 

witzelt, so wd das niedrigste Glied, in "^ ^ ^^^ enthalten, von der i^^^*^ 

. ^^ ^^ ... 

Ordnung sein. Da nun das höchste der in (j)X(^) enthaltenen Glieder von der 

Ordnung = /^^ — 1 ist ; so werden die Glieder dieser Grofse blols in py^-— ent- 
halten , und die Grofse selbst der algebraischen Summe der KC) ersten Glieder 
in der, nach steigenden Potenzen von ^(oj geordneten Entwickelung von J^^^ " 
gleich sein. Bezeichnet man diese Summe mit 

so hat man 

folglich, indem man (f^^ mittelst der Gleichung ^^^\ = :r — a. eliminirt^ 



(^-ac)^^^^ (^-a^)'^^^-^ Qv^a^''^^"' (x-a^y^^'' "" (^-«e) * 

Hieraus ergiebt sich folgende Regel: 

p 

Hat man eine achten Bruch -7:, wo 

Q = ^^ (o; — a^y (np — a,)* (o? — a,)' (a^ — aj' 

ist, den man in einfache Parzial- Brüche zu zerlegen wünscht; so bilde man 
daraus, zur Bestinmiung der Brüche, die (j: — a^) im Nenner haben, den 

P . . 

Bruch -TT 7 — , introducire ^ anstatt op mittelst der Gleichung a? -^ a^ s= ^, 

V5 * ■ ■ ■ 

und entwickele das Resultat nach steigenden Potenzen von ^, von der 0^ bis zur 
(s — 1)**" Ordnung eingeschlossen. Die hervortretende Form, durch C* = (^ — «»)* 
dividirt, wird, nach der Elimination von ^ mittelst a^, die gesuchten einfachen 
Parzial -Brüche liefern. 

Darauf bilde man, zur Bestimmung von denjenigen einfachen Parzial -Bni« 



«0 
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m 

chön , welche (jp — a,) im Nenner haben , den Bruch 



Q' 



y introducirc i 



anstatt a: mittelst der Gleichung :r *- a^ r= <^, und entwickele das Resaltai nacl^ 
steigenden Potenzen von <?, von der 0**° bis zur (/ — 1)*** Ordnung eingeschlos- 
sen, pie hervortretende Form, durch 4 dividirt, wird, nach der EliAation von 
^mittelst ^, die gesudbten einfachen Parzial - Brüche geben. 

, Diese Operation so weit fortgeführt gedacht , bis die Factoren im Nenner 
d^s vorgegebenen Bruches erschöpft sind, werden die so gewonnenen Brüche, nach 

ihren algebraischen '2<eichen additiv mit einander verbunden, ein Aequivalent des 

p 

Bruches 7^ bilden. 

Q 

6) Vor dem Eu 1 ersehen' Algorithnnis hat dieser ofTenbar den Vorzug, nicht 
nur, dafs er auf alle Formen, ohne Unterschied, anwendbar ist, sondern auch, 
dafs er sich in denjenigen Fällen sehr einfach au^iiimmt» wo jener mit einigen 
Weidäuftigkeiten verbunden ist. 

Anderweitige^ diesen Gegenstand betreffende Betrachtungen werden hier 
deshalb übergangen, weil sie, von dem angegebenen Standpunct aus, nicht den 
mindesten Schwierigkeiten unterworfen , überdiefs auch sattsam bekannt sind. 



' f 

i 
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7. 
Ueberzwei Cnrven. 

(Von Heim Dr. LehmusJ) 

\ 

I. A n f g ä b e. 

In der grade» Linie jiD (Fig. 8.) bewege sich dn Puncf & ^eidifonnig mit 
der Geschwindigkeit c, von ^ nach jD; in der zu besfimmenden Curve JBG 
aber, ein Punct p gleichförmig mit djer Geschwixidi^dt w, von B nach 6r; A 
und ^ gehen gleichzeitig von A und B ab. Die Curve der Bedingung gemäfc 
2U bestimmen, dais die graden Verlnndungslinien der Endpuncte gleichzeitiger 
"Wege Tangenten der Curve werden. 

Auflösung. 
Ist hin Ef wenap in C ist, so hat man die BeiSngungs- Gleichung 

und hierauf BC =s q\ w : c := n gesetzt, 

Nimmt man BA als AbscisSen-Lime, B als Anfangspuncf der Abscissen an, setzt 
jede Absdsse = a?; die Ordinaten> parallel mit AD = y\ also auch BF^=: a;, 
FC^=iy\ so hat man^ CjET parallel mit BA genommen, den Abstand BA = 0; 
dco Wjokel^u^jD =T 2a und dm veränderlichen Winkel CEA = 2^ geselzV 

- Ä AE= y^{^-^.^^^!;l^'^^n. also 
T . y sin 2/9 

q^ . /»(q--a?)sin(2a4-2p> 

/ sm 2p 

Die erste Ableittmg von 3) giebt . 

Ä\ \1 — \j -it. —^ (a— y) «1 2a. d2ß--n sinC2a'*-2ß) sm 2^ . r£r 
4> ap^nax+ ^ • sia2p' ' 

Es ist aber CE, als Tangente in C betrachtet, 

Je . sia 2](? = Ja; sin 2a; 
und da: sin (2a -t- Zß) =^ dy ftn 2/J 
und subsdtuirt man hieraus die Werthe für J^ und dy in 4), so erhält ma» 
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V sin 2 a • $m(2a + 2ß) j xx(a — sc) sin 2a. d.2ß 

^ sm 2yS sm 2ß sin 2/3* 

n sm (2a + 2^) sin 2/? . dx , 

«1— • Vfc /3« 5 oder 

sm 2p^ 

6) Ja? = — n (a — o?) -. — ^; also 
' sin 2^ 

'/ a— j; sin2/3' ^ 

8) /•^(£^^=„/^, oder 
^ J a^- X J sin 2p 

9) /j»(a — a?) = » Intgß + C\ oder auch, hlnA für C gesdirieben, 

10) a - JP = C-^^Ä^iS]". 

Für o? =s wird 2^ = « — 2a; daher 

a 

11) ö = [-^ . cotg a]*; und hinaus A = — j— — ss ig a . y^ö; folglich 

vollständig: 

12) x — a — a^X^aX^ßJ 
Substituirt man hieraus den Werth für 

\ in die Gleichung 

dj^ . sin 2^ = da? sm (2a + 2^); oder 
rfj = da? . [sin 2a . cotg 2^ !+ cos 2a3 

= dx [sin 2"a . ~ "k ' + cos 2al 
L 2tg^ J 

, rsin a cos a . . « ^1 * 

= dx I — —-g^ sma cosa t^ß + cos 2tt j; so entsteht 



[• 



cos 2a 



und hieraus, wenn man integrirt: 



1 






14) j.=-sma ^-^[^-j-J +cosa ^^^l^-~-J +cos2a.«+C 
Es verschwinden aber x und y zugleich ; daher 



f I ^ 



= — sin a* . — — + cos a* . ■ ^ ■ + C, folglich 
16) CoÄSt = j^—^ . sm a — — -r- cos a": also . ., ,. . ; i.ii^ 
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Diese Endglcichung 16) liefert für c = o^^ also fiir 7» == 1 folgende: 

,^. • « 1 ö^ acosaVö — orV acosa* 

17) y = a sin a in 1 — ( j — — ;; 1- o; cos 2 a. 

Ist n > 1 und ^ = a, so wird aus 16) 

+ l, woraus för a = 90^, das aus gewöhnlichen 



a 



algebraischen Aufgaben bekanüte Resultat y = — ~-7 folgt, 

Ist n < 1 y so erhält man aus 16) für ar = ^z, 
19) y = oc ; d. h. AD wird As)Tnptote der Curve* 

An merk. Diese Currei derea GFeichung 16) darstellt, beschreibt s. B. em Hund, der 
von seinem Herrn angerufen YfitA^ wenn der Herr zugleich in einer graden ^ 
Linie fort geht. 

n. Aufgabe. 

Die Cur\'e AC (Fig. 9.) der Bedingung gemäfs. zu bestimmen, dafs in 
Bczi^ung auf den Endpuncf jeder rechtwinklichten Ordinate, die gegebene 
Richtung AB als Abscissen -Linie verstanden, das. Widerstands -Moment, der in 
allen Puncten der Ebene der Curve, parallel mit AB wirkenden gleichen 
Kräfte, dem Moment der im Anfangspunct A der Abscissen, unter einem besrim- 
mten Winkel a mit der Abscissen -Linie wirkenden Kraft P gleich sei, 

Auflosung. 

Zerlegt man P in A, in die mit FG parallele Thätigkeit P sin a und in 
die nach der Richtung -hinwirkende jP cos. a, so hat erstere den Hebclsarm 
= a?; letztere den y. Bezeichnet nun w die Summe der mitu4J? parallelen 
Kräfte in jeder Flächen -Einheit, so ist das Widerstands -Moment der Ebene 

AFG = w l^y • ^^9 und es entsteht daher die Bedingungs- Gleichung 

P sin a . cc := P cos a .y + iv . I '^ . ydx. 

Wird nun der Kürze wegen 

2jP sin a 



2P cosa 



(V 



durch a' und 



durch b^ ausgedrückt, so hat man 
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€^x = A*/ '^fx^ • d^ ^^ hieraus 
ß'djT = b^dy + y^ . dx ; folglich 

dx = -i — ^; also 

J a — y 
2a J \ja+y a— ^J 

2ö fl — y 
Es verschwindet aber x mit^, daher C = 0-; folglich 

a? = -- In ^- 

2a a — ^ 

Aus dieser Gleichung erhält man auch » unter e die Basis des natürlichen 

Log. Systems verstanden, 

—TT- . In « — In ^* ^; folglich 
^ TTT = ^ , und hieraus 



j)r==a . 



ftax 
Aas 



a Be- 
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a 

der Unmöglichkeit algebraische Gleichungen von 
höheren Graden als dem vierten allgemein aufzulösen. 

(Ton Herrn N. IL Abel) 



jDekanntlich kann man algebraische Gleidiungen bia zum vierten Grade allge« 
mein auflosen, Gleichungen von hohem Graden aber nur in einzelnen Fal« 
len, und irre ich nicht, so ist die Frage: 

Ist es möglich, Gleichungen Ton hohem als dem vierten Grade allge* 

mein aufzulösen? 
nod& nicht befriedigend beantwortet worden* Der gegenwärtige Aufsatz hat 
diese Frage zum Gegenstande; 

Eine Gleichung algebraisdb auflosen heifst nichts anders , als ihre Wurzeln 
durch eine algebraische Function der Coe£ficienten ausdrucken. Man mufs also 
erst die allgemeine Form algebraischer Functionen betrachten und alsdann im- 
tersuchen, ob es möglich sei, der gegebenen Gleichung auf die Weise genug 
zu thun , dafs man den Ausdruck einer algebraischen Function statt der unbe- 
kannten Gröfse setzt 

§1. 

Ueber die allgemeine Form algebraischer Functionen. 

Wenn a^ ^ a/\ af*' • • • eine endliche Menge beliebiger GrSfsen sind, 

so sagt man : p sei eine algebraische Function dieser GröCien, wenn es sich durch 
o/, a/^ ^ af*^ etc. rermittdst folgender Operationen ausdrudken läfst Erstlich 
durch die Addition, zweitens durch die Multiplication, sowohl von 

Gröfsen, die von j/, af\ x*^^ abhängen, als von Grofsen, die nicht 

davon abhängen ; drittens durch die Division; viertens durch Ausziehen 
vonWurzeln mit Exponenten, die Primzahlen sind. Wir nennen die S üb« 
traction, Potenziirung und Ausziehung voü Wurzeln mit zusammen« 
gesetzten Exponenten nicht besonders , weil sie offenbar in den vier vorhin ge- 
nannten Operationen mit enthalten sind. 

Läfst sich die Function 9 durch die drei ersten der vier obigen Operationen 
zusammensetzen, so ist sie algebraisch rational oder blos rational; und 
I. 9 
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sind nur die beiden ersten Operationen nothig, so heifst sie algebraisch-ra- 
tional und ungebrochen, oder auch blos ganze Function. 

Es sei f{x^f sf^y a?"' ) eine beliebige Function» welche durch die 

Summe einer endlichen Z^hl von GKedem von der Form 

A j?'**it""« 

ausgedruckt werden kann, wo A eine von .t% a?^ etc. unabhängige Grolsi ist, 
und m,, m, etc. gianze positiv« Zahlen bedeuten; so ist klar, dafs die zwei ersten 
obigen Operationen besondere Fälle der durch /{^x^ß af^ •. •) bezeichne- 
ten Operation sind. Man kann also ganze Functionen, ihrer Definition zufolg^i 
ab aus einer endlichen Zahl von Wiederholungen dieser Operationen entsteK«id 
betrachten. Bezeichnet mdn nton durcli ^» ^"> ^'^* etc. mehrere Functionen def 

Gröfsen x\ x** , o?'" von der nämlichen Form wie/* (o?', x^^ ), 

so ist auch offenbar ^'(p', ^', </'' ) eine Function von eben der Form 

wie f{x\ a?" . . . . . . . .). Nun ist y(p', p" ) der allgemeine Aus- 
druck der Functionei^, welche durch zweimalige Wiederholung der Operation 

f{x\ xf* .) entstehen. Man findet also auch immer das nämliche Re- 

stdtat, wenn man die Operation beliebig oft vnederholt. Daraus folgt, dafs jede 

ganze Function mehrer Grofsen or^, ^^ • • durdh die Summe mehrer 

Glieder von der Form Ax^^x**^^ . ausgedruckt werden kann. 

Wir wollen nunmehr die rationalen Functionen betrachten. 

Wenny(a?', x** . . . .) und 9 (o?', ^' . . . .) zwei ganze Functionen sind, 
so ist klar, dafs der Quotient 

fXx', a:'* ) 

ein besonderer Fall der Resultate der drei ersten Operationen ist , welche ratio- 
nale Functionen geben. Man kann also eine rationalt Function als das Re- 
sultat der Wiederholung dieser Operation betrachten. Bezeichnet man durch 

f(x* o?" ) 

r', 9^\ ^** etc. mehrere Functionen von der Form } ! — i, ' ' ' '( , so ist leicht 

^{x^x } 

tu sehen , dafs ' ^ } / j^ \ wiederum auf die nemliche Form gebracht 

werden kann. Es folgt also, wie oben bei den ungebrochenen Functionen , dafs 

jede rationale Function von mehreren Grofscn x\ a?" Immer auf 

die Form 

/(:r',x'' ) 

9(^'»*" .) 

gebradit werden kann, wo Zahler und Nenner ganze Functionen sind. 
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Wir woUed femier die allg-e meine Fonn algebraischer Functionen «uchen. 

Man l>ezeichne durch f{üc\ß;f' .) eine beliebige rationale Function, 

jo ist klar, dafs jede algebraische Function vermittelst d,cr dur^ y(a;^| x'^ • • • .) 

bezeichneten Operation , verbunden mit der Operation ^ r, wo m eine Prim- 
zahl ist, zusammengesetzt werden kann. Sind also p\ p*^ • . . • rationale Func- 
tionen von Cß\iKf' • , so wird 

p^^/{a^,a^'. 7pU7p" ) 

die allgemeine Form algebraischer Functionen von oc^^ oc*^ sein, in 

welchen sich die durdh ^ r ausgedrückte Operation nunmehr nur auf rationale 
Functionen bezieht. Wir wollen die Functionen vpp der Form p^ algebraische 
Functionen von der ersten Orduung nennen. Bezeichnet man durch p/,p^^^ 
etc. mehrere Grofsen von der Form p^ , so wird 

;,. =/(a;', *" /•/;', 7p" /"V/. '//'/'» . . . . . .) 

die aligemeine Form algebraischer Functionen von a^', <v^* sein, in wel- 

m 

eben die Operation /" r sich nur auf rationale ' und auf algebraische Functionen 
von der ersten Ordnung begeht* Wir wollen die Functionen von der 
Torrn p^ algebraische Functionen von der zweiten Ordnung nennen. Auf 
dieselbe Weise wird der Ausciruck 

p^ =/(ar', *'' .... />', •>". 'V>/.'v^/'/'. ; • • '^P/ %."» ••••). 

in weldiem pj, /i/^Functionen der zweiten Ordnung sind, 'die allgemeine Form 

algebraischer Functionen von x\x^* sein, in welchen die Operation /*r 

sich nur auf rationale und auf algebraische Functionen der ersten und zweiten 
Ordnung bezieht 

Fährt man auf diese Weise fort, so bekommt man algebraische Fundio* 
nen von der dritten, vierten .... ft*"* Ordnung, und es ist klar, dafs der Aus- 
druck der Functionen von der ft*^'^ Ordnung der allgemeine Ausdruck alge- 
braischer Functionen sein wird. 

Bezeichnet man also durch ft die Ordnungszahl einer beliebigen algebrai- 
schen Function und durch p die Function selbst, so ist 

^. ^f{r^,r" O'./V •), 

WO /?', />'' Functionen von der Ordnung f* — 1 ; r^ r'' Functio- 
nen von der Ordnung fc — 1, oder niedrigen Ordnungen, und n\nf^ . 

Primzahlen sind, /"bezeichnet, wie immer, eine rationale Function der Grofsen, 
welche zwischen den Klammem stehen. 

9* 
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Man kann offenbar anndnnen, dal« es mnndg^ch ist, eine der Grofsen 

^p\ ^p'' • • • • durch eine rationale FimctioQ der übrigen und dei Grofsen r^, 
r^' • . • • auszudrücken ; denn wSre es mo^ch, so wurde p die einfachere Gestalt 

p=/(r', r" ^p^Vfi" .) 

haben, wo die Zahl der Grofsen ^p^^ V^p*' «•..«. wenigstens um eine Einheit 
geringer wäre wie oben. Redudrte man nun, wenn es angeht, diesen Ausdruck 
von P eben so noch weiter, so müCrte man zuletzt nothwendig entweder auf 
einen irreductibeln Ausdrud^, oder auf einen Ausdrud^ von der Form 

i.^/^r', r'^r^^ ) 

kommen. Diese Function wäre aber blos von der ^ — 1'*» Ordnung, wShrend 
p von der /t*^ Ordnung sein sollte; welches sidi widerspricht. 

Ist in dem Ausdrude von P die Zahl der Grolsen /*/>^ ^p^^ gleich 

m, so wollen wir die Function p von der /t*^ Ordnung und vom^i{** Grade Uo « 
nennen. Auf diese Weise ist eine Function von der lif^ Ordnung und vom 0*^ 
Grade das nemliche, wie eine Function von der ft — 1'^ Ordnung, und eine 
Function von der 0^*^ Ordnung ist das nämliche wie eine rationale Function. 

Daraus folgt, dafs man setzen kann 

p=/(r', r", .^p) 

WO p eine Function von der ft — !*•* Ordnung ist, r', r" . . . . aber Functionen 
von der fff^ Ordnung und höchstens vom m -<^ V^ Grade und von der Art 

sind, dafs es unmöglich ist, /*/> durch eine rationale Function dieser Grolsen 
auszudrücken. 

Da eine rationale Function mehrer Grofsen , wie wir vorhin sahen , immer 

auf die Form 

s 

t 
gebracht werden kann, wo ^ und / ganze Functionen der nemlichen veränder- 
lichen Grofsen sind , so kann p immer durch 

,_ y(^^r^^ ^p) 

P 25J I* ■ m. » .» I ■■■ ■ « ■ ■! I ■ | t ■ 

r{r\r" V^p) 

ausgedrückt werden, wo y und r zwei ganze Functionen der Grofsen r^^r^* 

und ^p bezeichnen. Vermöge dessen , was wir oben fanden , kann aber eine 
ganze Function mehrer Grofsen Sy r', r'' immer durch 

K + M + V^- ^m^) 
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luagedrudLt werden, wenn #^, i^.... 

itaxt s bedeuten. Man kam jabo 

fl t 






o ^ JL.J 



• +M^+ P./?* PmfP^ 



setzen» wo t^^ t^...... t^ und p^, p p»« ganze Functionen von r^p y^\ 

r''' etc. sind. 

Nun mögen V^%V^.. ... . . f^«., die i» «- 1 Werthe von f^sein, welche 

man findet, wenn man a./>", «V*, a'^* ...... a*"*/>» statt />■ setzt: ok bedeu- 
tet eine der Wurzeln der Gleichung a* — 1 ss 0, die nicht 1 ist Alsdann er» 

hSlt man, wenn man den Bruch -j^ oben und unten mit 

r, r, F... muWplicirt, 

p SS I f * \^ 

Das Product V . /^, • . « « • /^..t kann aber, wie bekannt, durch eine ganze 
Function von p und von den Grofsen r^» r'^ . ; « . • • ausgedrückt werden, und 
das Product T.V^.V^. ..... Vm^t ist, wie man sieht, eine ganze Function 

von /*/> und von r^ ^i^^ Setzt man also dieses Product gleich 

t s k 

so findet man 

« t k 

^- M 

oder, wenn man 7^, q^, q^ statt -*, -^t -* etc. schreibt, 

1 '«Ml»? \ 

Iro ^^, ^, • ^ rationale Functionen der Grolsen p^r^ jT^* etc. sind. 

Welche nun auch die ganze Zahl ^ sein mag, so kann man setzen 

/t SS an -fr- a, ^. ^. 

WO a und a zwei ganze Zahlen sind und a < 1» ist Daraus folgt, dafs 

Setzt man daher in den Ausdrudc von c^, statt p'n diesen Ausdruck, so erhält man 
wo ^^, y^ , y^ etc., wie vorhin, rationale Functionen von p^f^t ^^ ^^^ 
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folglich Functionen von der /»*•* Ordnung und höchstens yom m ^^ 1^** Grade 

und von der Art sind, dafs sich /?» nicht durch rationale Functionen dieser 
Gröfsen ausdrücken lafst • 

In dem ohigen Ausdruck von p kann man immer 

setzen. Denn wenn y, nicht Null ist, so erhält inan, wenn man p z^p.q^ 
setrt, p = ^\, und päsa^^ , dso 

yi Vi 

welcher Ausdruck von der nemlichen Gestalt ist, wie der vorige ^ nur dafs ^r« =3l« 
Ist y ^ = , so sei q^ eine von den Grofsen y ^ , q^ ^in - 1 > welche nicht 

Null ist und q^f/^ ^=^ Pt* Dieses gieht y* • P^ '^^ P "' Nimmt man daher zwei 
ganze Zahlen a und ß, welche der Gleichung a [a -y-Ji n :=r fi^ genugthun > wo ß^ 
eine ganze Zahl ist, so erhält man 

'CP «* =/>,«* und )9«^= 7^ ./? ./7,"'^ 

Diesem zufolge und weir/>" ^==^ P^ i«*> wird p die Form 

^^q^ + p,^+qj^J' 'h-iP^ 

haben. 

Aus allem diesen folgt Nachstehendes: 

Wenn p eine algebraische Function von der Ordnung fi und vom Grade m 

ist, so kann man immer setzen: 

^ = 70+;^"+ 9tP^+ 93 p^ 9n'iP "" ; 

n ist eine Primzahl, q^^ q^ qn-^t sind algebraische Functionen von der 

Ordnung ^ und höchstens vom Grade m — 1 und p ist eine algebraische Func- 

tion von der Ordnung ^ — 1 und von der Art, dafs sich p^^ nicht durch eine ra- 
tionale Function von q^, q, qa^t ausdrücken lafst. 

§. II. 

Eigenschaften der algebraischen Functionen, welche einer 
gegebenen Gleichung genugthun. 
Es sei 
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eine beliebige Gleicfaung vom Grade r^ wo c^ , r^ rationale Functionen 

von x\ af\ sind. ^,. a^\ ••••... sind beliebige unabhängige Grofsen. 

Man nehme an, es lasse sich derselben genugthun, vrenn man statt ^ irgend eine 
algebraische Function von x\ x*^ setzt Diese Function sei 

y — 9o+P^ + 9^P'' + 9n^iP " 2. 

Substituirt man diesen Ausdruck \<My in die gegebene Gileichung, so erhält 
man 9 dem Obigen zufolge^ einen Ausdrudi yon der Form 

^. + ^^P^'*'^%P^ + ^n-i/?'* =0 3. 

wo r^, r^, r^ '*»-« rationale Functionen der Grofsen /?, y^, y^ . . . • y,.i sind. 

Nun behaupte ich» dafs die Gleichung (3) nicht Statt finden kann» wenn 
nicht einzeln 

^ = 0, r^ = r^^, = 

1 
ist. Denn es sei nicht so, so nnifsten, wenn man z. B. ^» durch z bezeichnet, 

die beiden Gleichungen 

z" — p = und 

eine oder mclirere gemeinschaftliche Wurzeln haben. Es sei A: die Zahl 
dieser Wurzehi, so läfst sich, wie bekannt^ eine Gleichung finden, welche diese k 
Wurseln hat und deren CoefTicienteii rationale Functionen der Grofsen p^r , /,, 

r^^i sind. 

Die Gleichung sei 

S^ + S^ & + S^L + ^k-t Z + Z 1SZ 

und 



ein Factor ihres ersten Gliedes ^ wo /^. /^ etc. rationale Functionen von p^^r^w 

r^ r..! sind, so ist auch 

t^ -f- /, Ä + t^z^. + *^^| Ä^"* + z^=zO^ 

und es ist klar, dafs man es als unmöglich annehmen kann, eine Gleichung Ton 
niedrigerem Grade von der nemlichen Form zu finden. Diese Gleichung hat nun 
ihre ^Wurzeln nut der Gleichung z" — ^ gemein. Nun aber sind die Wurzeln 
der Gleichung z* — p aHe von der Form ctz, wo a irgend eine Wurzel der 
Einheit ist. Erwagt man also,, dafs fi nicht kleiner sein kann sis 2, weil es vcnr 

möglich sein soll, z durch eine rationale Function der Grofsen p% r^^ r^ 

r^^t «uszudriidcen, so folgt, dafs zwei Gleichungen von der Form 
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t^^t^t + tj^ + tt^^tf^^^ -4- «^ as und 

Statt finden müssen. Ans diesen Gleichungen folgt, wenn man d^ diminirt 

<^(1— a^) + t^a^dy ^ //i.,(a^"*— a^>''"* äs 0. 

Da nun aber die Gleichung t^ + tp^^t^"^ s= iircductibel ist, so mufs 

sie, weil sie vom fk — 1«~ Grade iit, feiaMhi') cn^ t^,^vut5^ v.*..tC i j^ 

a^ — 1 = 0, ^a — a** = . . . . . . a'"*'* — a'* aa o) 

geben ; was nicht sein kann« 
Es mufs also 

^ = 0> ^ = r,., = 

sein. 

Finden nun aber diese Gleichungen Statt, so ist klar, dafs der. gegebenen 

Gleichung durch alle die Werthe von y genug gethan werden mufs, welche man 

findet, wenn man der Grofse p^ alle die Werthe ap^^ »*/?**> a * />• 

beOegL 

Man sieht leicht, dafs alle diese Werthe von y von einander verschieden 
s«n müssen ; denn sonst würde man eine Gleichung von derselben Gestalt wie 
(3) erbalten, und eine solche Gleichung würde, wie wir sahen, auf Wider- 
sprüche führen. 

Bezeichnet man also durch Xt^ Xt X^^ verschiedene Wurzeln der 

Gleichung (1), so findet man 



B-ff 



y* = % +/>= + y,;»'' + 9ä^ip 

yt — 9o + o.p'^ + a^q^p'' . . . + a"" qu^ip « 






Aus diesen n Gleichungen folgt leicht 

— 1 



n 



n^< 1 n 1 



Man 
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Man sieht daraus, dala alle die Grofsen piy (f^t ^, • » • * * . 9^"*^ durch ratio* 
naie Functionen der gegebenen Gleichung ausgedruckt werden kosmen. '■ - : 
In der That ist 

Man nehme nun eine allgemeine Gleichung vom Grade m an, z. B. 

= ö + a^ ^ + ö, o?* + «n> -1^**"* + oT 

und setze, sie sei algebraisch auflösbar. Es sei 

so lassen sich dem Obigen zu Folge die Grofsen ^ , s^^ s^ etc. durch rationale 

Functionen von o?^ , o:^ i*?« ausdrucken, wenn man durch o:^, o^^ . • . . ar^i 

die Wurzeln der gegebenen Gleichiuig bezeichnet. 

Nun untersuche man irgend eine der Grofsen r, s^, s^ etc., zum Beispiel p. 

Man bezeichne durch p, o^, rj, die verschiedenen Werthe von <?, welche 

man findet, wenn man die Wurzeln ^r^ a?^ oTn» auf alle mögliche Weise 

untereinander verwechselt, so läfst sich eine Gleichung vom Grade n^ aufstellen, 

deren Coefficienten rationale Functionen von a, a^^ 0^.1 und deren 

Wurzeln die Grofsen p^ , p^ ny^ sind, welche rationale Functionen der 

Grofsen ^« » ^^ ^n ^^^ Setzt man also 

p =: *« + UV + tuv + /y-»U V 

^ f. 

so sind alle die Grofsen uy, t^jt^ * /v-i rationale Functionen von p^, p^,. 

...... PnS also auch von a?^, j?,, a?„. Verfahrt man eben so mit den 

Grofsen a, ^jj, ^g etc., so folgt Nachstehendes: 

Wenn eine Gleichung algebraisch auflö^ar ist, so kann man der Wurzel 
allezeit eins solche Form geben , dals sich alle algebraische Functionen, au$ 
welchen sie zusammengesetzt ist, durch rationale Funclioneu der Wurzein 1 
der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen. . .«-^ 

§. m. 

Ueber die Zahl der verschiedenen Werthe^ welche eine 
Function mehrerer Grofsen haben kann, wenn man die Grofsen, 
von welchen sie abhängt, unter einander vertauscht 

Es sei p eine rationale Function mehrerer von einander unabhängiger Grös- 
sen OTj, a?, ..... • rr-.* Die. Zahl der verschiedenen Werthe, deren diese Func- 



L 
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tion durch Vertauschung der Grofsen, von welchen «ie abhängt» fähig ist, kann 
nicht grofaer sein als das Product 1 • 2 • 3 • • • • ti. Dies« Product sei ^eich /BCi. 
Mun sei 

faßyS 



p 



/^pyo A 

\ab c d J 



der Werthy welchen eine beliebige Function p bekommt, wenn man darin x^f 
^hf ^c ^d ^*^ *^*** ^a > ^ßf ^y* ^c ^^^' ^®^^^> ^^ ^^* klar, dafs wenn man durch 
A^^ A^ . ^ . . Afu die verschiedenen Formen bezeichnet, deren 1, 2, 3, 4 .... n 

durch Verwechselung der Zeiger 1,2, 3 n fähig ist, die verschiedenen 

Werthe von <? durch 

ausgedruckt werden können. Man setze, die Zahl der verschiedenen Werthe 
welche p hat sei kleiner als ft^ so müssen mehrere Werthe von r einander 
gleich sein. Es sei also 

• 'Ö)-<1^) ='Ö} 

/A \ . 

Unterwirft man diese Grofsen der dijrch f * V bezeichneten Verwandlung 

so bekommt man die neue Reihe gleicher Werthe : 

W„+i/ '^ " (^1+,) ''''" Ci,j' 

welche Grofsen von den vorigen verschieden, aber an Zahl ihnen gleich sind. 
Verwandelt man diese Grofsen von Neuem , wie es durch ( ^ \ ausgedrückt 

wird, so erhält man ein neues System von glichen Grofsen, die sämmtlich von 
den vorigen verschieden sind. Fährt man auf diese Weise fort, bis die möglichen 
Verwandlungen erschöpft sind, so werden die fi Werthe von p in eine gewisse 
Zahl von Systemen, jedes von m gleichen Wertfaeiii zeHegt sein. Es folgt also, 
dafs wenn die Zahl der verschiedenen Werthe von p gleich q ist, welche Zahl 
der Zahl der Systeme gleich kommt , dafs dann 

qtn =: 2«3»4»»»»«.*«n • ML* 
sein mufs , das heifst : 

Die Zahl der verschiedenen Werthe, welche eine Function von n Grofsen 
durch die möglichen Vertauschungen dieser Grofsen erhalten kann, ist nothwen- 
dig ein Stibmultiplum des Products 1 • 2 • 3 n; wie bekannt. 



p 
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Es sei nunmcüir ( *\ eine beliebige Verwandlung. ÖiWelbe werde mit v 

mehreretnal vorgenommen , so entsteht eine Reihe von Werthei^ 

^> ^» ^, V* ^p> . ' . 

und es ist Uar, dafs (? nothwcndig wiederholt vorkommen muTs. Kehrt t^ nach 

p Verwandlungen wieder, so nennt man ( « j wie4er||Lehrende Verwand- 
Ittngvon der jf^ Ordnung. Man hat alsdann die periodische Reihe 

oder wenn man durch ^\ J) Jen Werlli von v bezeichnet, welcher entsteht, 

} j bezeichnete Verwandlung r mal wiederholt worden, 
die Reihe 

Hieraus folgt, dafs 

-Cd" "O'- 

Nun setze man, p sei die grolste in n enthaltene Primzahl, und die Zahl der 
verschiedenen Werthe von p sei kleiner als^p, so müssen unter p beliebigen 
VVerthen von p nothwendig zwei einander gleich sein. 

Es müssen also zwei von den p Werthen 

gleich sein. Es sei z. B. 
so folgt daraus 

^M = i>, wenn man r statt r^ + p — r setzt, 

10* 
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WO r oiTenbar keia Vielfaches von p \sL Der Werth von wird also durch die 

Substitution (^) nicht mehr verwandelt, folglich auch nicht durch die Wie- 
derholung derselben. Es ist abo 

wo a eine ganze Zahl bedeutet 

Wenn nun p eine Primzahl ist, so läfst sich oiTenbar. knmer eine ganze 
Zahl ^finden, von der. Art, dafs 

ra=pß 4- 1. 
Also ist 

/A \^^ 

oder weil ^==^^( V) War, 

Der Werth von p wird also durch die wiederkehrende Verwandlung [jj 

vom Grade p nicht verandert. 

Nun ist klar, dafs . . r 

(^ßy^ .^^\ und i^y^'^ 'n^\ 

KßySe. .....r^aJ \yaß6 . • ^ V 

zwei wiederkehrende Verwandlungen vom Grade /> sind, wenn die Zahl der 

Zeiger a, ß^y nq gleich p ist. Der Werth von i^ wird also auch duroh 

die Verbindung dieser beiden Verwandlungen nicht venindcH. Die beiden Ver- 
wandlungen sind aber offenbar gleich bedeutend mit der einen 



/aßyK 
\vaß) 



iyaßj 
und diese eine mit den beiden nach einander vorgenommenen 

Der Werth von p wird also durch diese beiden mit einander verbundenen Ver- 
wandlungen nicht verändert. Also ist 

und eben so 
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Warans ' 

folgt. 

Man sieht hierans^ dafs die Fnnction p dnrch zwei anfeinander folgende 

Verwandlungen von der Form ( ^'j i wenn a und ß zwei beliebige Zeiger sind, 

nicht venkidert wird. Nennt man daher eine solche Verwandlung, Ver- 
setzung (Transpösition), so folgt, dafs ein beliebiger Werth von i> durch eine 
grade Zahl von Versetzungen nicht verändert wird, und dafs folglich alle VVerth^s 
von p, welche eine ungrade Zahl von Versetzungen geben, gleich sind. Jede 
beliebige Verfauschung der Elemente einer Function kann aber durch eine ge* 
wisse Zahl von Versetzungen geschehen : ' Die Function v kann also nicht mehr 
als zwei verschiedene Werthe haben. Dieses giebt folgenden Lehrsatz : ' ij 

Die Zahl der verschiedenen ' Werthe einer Function von n Gröfsen kann o^^*^*^ 
entweder gar nicht bis unter die gröfste Primzahl, die sich unter den Fac* 
toren von n befindet^ vermindert werden, oder nur bis auf 2 oder 1. — J 

Es ist also unmöglich, eine Function von fünf Grofsen zu finden, wclehe 3 
<^er 4 verschiedene Werthe hätte. 

Der Beweis dieses Lehrsatzes ist. aus einem Melmolre von Cauchy genom* 
men, welches sich in dem 17ten Hefte des Journal de t^cole polytechnique 
pag. 1 etc. befindet. 

Es mögen nun v und p' zwei Functionen sein, welche jede zwei ver- 
schiedene Werthe haben, so ist dem Vorigen zufolge klar, dals wenn mau 
durdi p^, P^ mid p/, p,^ jene doppelten Werthe bezeichnet, dafs alsdann die bei- 
den Ausdrücke 

symmetrische Functionen sind. Es sei 

r^ + c^, ä= / und p, p/ + r^ r/ = ^^, 
so findet man 

^ -^ . 






Man setze nmunefar die ZaU der Gröfsen ^^s^^ »- ^m sei f ünf^ so ist 

das ProducI \ 

9 s= (ar, — x^ (*, — x^ (x^ — x^ (*, — x,) (x, — a;,) (a;, — xj (x^ — ar^ 

offenbar eine Function, welche zwei verschiedene Werthe Iia(; der zweite 
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Werth ist die nemliche Function mit entgegengesetztem Zeichen. Seüt man 
also p/ = Cf so ist f/ = — <. Der Ausdrucjc.von ip^ ist also 

p, ss'-^-r — *, oder 

wo 2^^ ein^ symmetrische Function ist. < hat zwei Weirthe, die nur dem Zei- 
chen nach verschieden sind, so dafs also ^ ebenfalls eine symmetrische Func- 

tion ist Setzt man also ^t^^s^p und ^ = y, so fdgt 

dafs jede Function von fünf Gröfsen, welche zwei verschiedene Werthe 
haty durch p + q • c ausgedruckt werden kann, wo p und q zwei symme* 
trische Functionen sind und 

ist. 
Für unsem Zweck ist noch die allgemeine Form der Functionen von fiinf 
Grofsen nothig, welche fiinf verschiedene Werthe haben« Man kann dieselben, 
wie folgt, finden. 

Es sei p eine rationale Function der Grofsen Wf, o?, , o?, , ^^ , or^ , wekhe 
die Eigenschaft hat, unveränderlich zu sein, wenn man beliebige vier von den 
fünf Grofsen z. B. j?^, or,, o? , x^ untereinander vertauscht. Unter dieser Be- 
dingung ist r offenbar nach o?^, 0^3, x^y x^ symipetrisch. Man kann also p 
durch eine rationale Function von o;^ und synmietrische Functionen von ^2, or^, 
x^ y x^ ausdrücken. Jede symmetrische Function dieser GrpfsT'kann aber durch 
eine rationale Function der CoefHcienten einer Gleichung vom vierten Grade 
ausgedrückt werden, deren Wurzeln x^ , ar^, o?^ , x^ sind. Setzt man also 

(x — x^)(x — x^) (x — a?J(a? — x^) = x^ — px^ +gx* ^rx + s^ 
so kann die Function p durch eine rationale Function von op^^ p^ 9, r, s ausge- 
drückt werden.^ Setzt man aber 

{x—x^{x—x^{x-^x^{x'^x^{x — x^)=sx* — ax^ + bx^ ^ ex* +dx—e, 
so erhält man 

(x — x^) (o?* —px^ + qx* — r^ + 5) =\jt* — oo?* -^hx^ — ex* + dar — « 
= x^— {p + x^) x^+ (q +px^)x^ -'(r + ^,) o?' + (/+ ri,) o? .— sx^, 

woraus 

^ = a — or, ^ 

q^=ib -^ ax^ +ä?/ , 
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s =i d — cx^ + bx\* — ät/ + ^/^ 
folgt Es lälst sich also f durch eine rationale Function von x^jO^b^c^ d und 
e ausdrücken. 

Daraus folgt, dafs man p auf folgende Gestalt bringen kann; 

■ _ t 

Wo / und tp (x^) zwei ganze Functionen yoii of, a, b, c, d und e mid. Multir 
pücirt man dieten Brudi oben und unten mit ^(x^j 7(^1)9 9(^4)» vC^»)» ^^ 
findet man • ' 

^ 9(0;,). 9(a?J. 9(0:3). 9<arJ.g)(a?J' 
Nun ist ^{x^ . 9(0^9) . 9(^J • 9(^«)i wie man sieht, eine ganze imd symme- 
trische Function yon x^^x^^x^j x^. Man kann also diese» Producf durch eine 
ganze Function von p, g,rf s ausdrucken, also auch durch eine ganze Function 
yon x^f a^ bf Cy d. Der Zähirr des obigen Bruchs ist also eine ganze Function 
der nemlichen Gröfse; der Nenner ist eine symmetrischeFunction von x^^x^^ 
x^^x^f x^ und kann also durch eine rationale Function von a, b, c, J, e ausge- 
druckt werden. Daraus folgt, dafs man 

setzen kann. Multiplicirt man die Gleichung . 

a?/ = a J7,* — bx/ + c^/ — dx^ +e 

mit x^f x' x^" , so ist klar> dalk man m — 4 Gleichungen erhält, 

aus welchen sich der Reihe nach x^\x^^ x^ finden lassen, und zwar 

durch Gröfsen von der Form 

a + ßx^ + yx/ * Ja?/ — «a?/ , 
in welchen a^ ß^y^Sj e ratic»iale Functionen* von a^b^c, d, e sindL 

Man kann also p auf die Foim 

f=r^+ir,a7, +r,a?/ + r;a?/ + r^a?* {a) 

bringen, wo r^,r^j r^ etc. rationale Functionen yon a, b, c, d, e sind, daa heifst 
symmetrische Functkmen yoa x^^x^, x^ x^ ^ x^^ 

Dieses ist die allgemeine Form der Functionen, welche sich nicht rerandern^ 
wenn man die Gröfsen' a?^., «r^, o;^, or^ Tertauscht Sie haben entweder fünf 
yenchiedene Werthe , oder »e sind symBfietriseb. 

Es sei mmmehr pnngtnd einö rationale Fnnctioti yon^,,rr^, x^fX^^ x^, 

welche die fiinf Werthe p^, p^^ p^, p^, p^ \aX. Man nehme die Function x^ p. 
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Verwechselt man in derselben die vier Grofsen d?,, w^j x^^ cc^ auf alle mögliche 
Art, so wird w^^p jedesmal ^nen der Werlhe 

n iV ID BH o 

bekommen. 

Nun behaupte ich, dafs die Zahl der durch diese Vertauschung entstehen- 
den Werlhe von x^Q kleiner als fünf ist Denn nimmt man alle fünf 
Werlhe an, so entstehen durch die Vertauschung von x^ mit o?,, x^y x^, x^ 
aus diesen Werthcn zwanzig aj|dere, die nothw^^dig unter sich und van den 
vorigen verscliieden sind. Die Function würde also überhaupt 26 verschiedene 
Werlhe haben, welches nicht möglich ist ; denn 25 ist kein Divisor des Pro- 
ducts 1 .2.3.4.5. Bezeichnet man also durch fi die Zahl der Werlhe, welche 
p bekommt, wenn man die Grrofsen a?^, x^^ x^^ x^ unter einander verlauscht, 
so mufs fi einen der vier Werlhe 1, 2, 3, 4 haben. 

1. Es sei /x SS 1, so ist p, vermöge des Obigen, von der Form (a). 

2. Es sei ft =s 4, so ist 9^+p^ + p^-h p^ eine Function von der Form (fl). 
Es ist aber 

p, = (p, + P^ + P^ + p^ + P,) — (p, + P^ + P, + 
^ einer symmetrischen Function, weniger (r, + ^^ + ^j + O' ^^^ '** ^» 
von der Form (a). 

3. Es sei /Et =: 2, so ist p^ -I- r , eine Function von der Form (a). Es sei also 

Vertauscht man der Reihe nach x^ mit x^^ x^^ x^, x^, so erhält man 

^ + ^ = 9 (^«) 

wo m eine der Zahlen, 2, 3, 4, 6 ist Für m = 2 ist 9 (o?,) = y (-rj, welches 
nicht möglich ist, weil die Zahl der Werlhe von 9 (arj fünf sein solL Für 
m s3 3 ist 

welches 

2Pj = 9 (^,) — 9 (a:^) +^9 (a?,) 

giebt. Das zweite Glied dieser Gleichung hat aber mehr als fönf Werthe, nem^ 
lieh 30. Auf dieselbe Wei^ lälsl sieh Keigen, dafs auch m nicht gleich 4 sein 
kann, /i kann also nicht gleich j^wei sein. 

4. Es 
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4. Es sei ft = 3. Alsdann hat ^^ + c^^ + fi^, folglich auch p^ + r = 

{v, + ^g + ^3 + ^4 + ^b) — (<^4 + ^f + ^s)» fii^f Werthe. Wir sahen aber, 
dafs diese Voraussetzung nicht Statt findet Also kann auch nicht ft = 3 sein. 
Zusanimengenoninicn also findet man folgenden Lehrsatz : 

Jede rationale Function von fünf Gröfsen, welche fünf verscliiedene 

Werthe h^t, ist nothwendig von der Form 

wo r^, r^, r^ etc symmetrische Functionen sind, und ^ eine von den 
fiinf Grofsen ist 
Aus 

findet man leicht, wenn man von der gegebenen Gleichung Gebrauch macht, 
den Werth von a?, wie folgt, ausgedruckt 

wo ^0» *i» ^« ^^^ ^^^" ^^^ ''o» '"i» ''g» ^*^> symmetrische Functionen sind. 

Es sei p irgend eine rationale Function, welche m verschiedene Werthe p^, 



V . ^^ p hat Setzt man 



(^ — P,) {P--^^ (^ — O (^ — O 

= 9o + ?i ^ + 9t ^* + 9--I ^"■"■* + ^" = 0. 

so sind bekanntlich y^ , y ^ , y^ .... symmetrische Functionen^ und die m Wur- 
zeln der Gleichung sind ^^fV^ p». Nun behaupte ich, dafs es tmmoglich 

ist, den Werth von p als Wurzel einer Gleichung von derselben Form, aber von 
einem niedrigeren Grade auszudrücken. Denn es sei 

K + t,9 + ty + /^.,c^-* + p^ = o 

«ne solche Gleichung, wo f^, /, eta s)7nmetrische Functionen sind, rnid p, sei 
ein Werth von p, der der Gleichung genug thut, so ist 

Verwechselt man nun nnter dnander die Elemente der Function , so findet man 
folgende Reihe von Gleichungen : 

«^^ + «M-» *^"* = (*-«'-). JP». 

Daraus folgt, dafs f — «»,, *»■-«»,,<> — <' r *- p^ sämmtlich f'actoren 
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von c^ + /^.j i''*""* sind, und dafs folglich /et nothwendig gleich m sein 

mufs. Man erhält daher folgenden Lehrsatz : 

"Wenn eine rationale Function mehrerer Grofsen m verschiedene Wcrthe 
hat, so läfst sich allezeit eine Gleichung vom Grade m finden, deren Coef- 
ficientcn symmetrische Functionen sind, und welche jene Werthe zu Wur- 
zeln haben; aber es ist nicht möglich eine Gleichung von der nämlichen 
Form von niedrigerem Grade aufzustellen, welche einen oder mehrere jener 
Werthe zu Wurzeln hat. 

§. IV. 
Beweis der Unmöglichkeit der allgemeinen Auflosung der 

Gleichungen vom fünften Grade. 
Vermöge der oben gefundenen Sätze zusammengenonmien läfst sich be- 
haupten : 

dafs es utimöglich ist, Gdeichungen vom fünften Grade allgemein aufzulösen. 
Nach (§. II.) nämlich können alle algebraische Functionen, aus welchen ein 
algebraischer Ausdruck der Wurzeln zusammengesetzt sein mag, durch rationale 
Functionen der Wurzeln der Gleichung ausgedrückt werden. 

Da es nun unmöglich ist, die Wurzel einer Gleichung allgemein durch eine 
rationale Function der Coeflicienten auszudrücken, so mufs 

sein,, wo m eine Primzahl und jR eine rationale Function der Coefiicienten der 
gegebenen Gldchtmg, das heifst, eine symmetrische Function der Wurzeln ist; 
V ist eine rationale Function der Wurzeln. Daraus folgt : 

und da es zufolge (§• II.) unmöglich ist, den Grad dieser Gleichung zu emiedrir- 
gen, so wird die Function p, zufolge des letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph, 
m verschiedene Werthe haben. Da nun m ein Divisor von 1.2.3.4.5 sein 
mufs^ so kann m gleich 2, 3 oder 6 sein. Nua «istirt aber zufolge (§. III.) 
keine Function von fiinf Gröfsen, welche 3 Werthe hat: es mufs also m = 5 
oder m = 2 sein. Es sei m = 5 : so erhält man, zufolge des vorigen Paragraphs, 





/"Ä = r^ + r^x + r^x^ + r^x^ + r^x'^ 


und hieraus 






or = 5, + ^, Ä^ + 5, Ä* + s^ id + s^ id. 



Nach (§. II.) folgt daraus 

s^ jR* = x\ + a^x^ + a'a?j + a*^^ + ax^, 



. 1 



I 
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WO a' = 1. Diese Gleichung ist unmöglich, weil das zweite Glied 120 Werthe 
hat, und gleichwohl die Wurzel einer Gleichui^ vom fünften Grade z*— ^/ÄssO 
ist. 

Es mufs also m s= 2 sein. 
Alsdann ist nach ( §• ü. ) 

wo p und q symmetrische Functionen sind, und 

^ = (^4—^2) K — ^5) 

ist. Also ist, wenn man a;^ mit op^ vertauscht, 

— ^R=p — gs, 
woraus p ssz und ^ R^=^ qs folgt Man sieht daraus, dafs alle algebraische 
Functionen vom ersten Grade, welche sich in dem AusdrudL der Wurzeln be- 
finden, von der Form a + ß .^ s* ^=^ a^r ßs sein müssen, wo a und ß sym- 
metrische Functionen sind. Da es mm unmöglich ist , die Wurzeln durch eine 
Function von der Form a + ß ^ R auszudrücken , so mufs eine Gleichung von 
der Form 

Statt finden, wo a und ß nicht gleich Null sind, m eine Primzahl ist, a und ß 
symmetrische Functionen sind, und p eine rationale Function der Wurzeln ist. 
Dieses giebt 

m m 

/" (a + ßs) = p, und ^ (a — ßs) = p^, 
wo v^ und v^ rationale Functionen sind. Multiplidrt man p^ mit v^ so erhält man 



p.i>, = 7 (<^'-ß'sy 



Nun ist a* r— ß^s* eine symmetrische Function. Wenn also ^ (a* — ß's^) 
nicht eine symmetrische Function wäre, so müfste, dem Obigen zufolge, m = 2 
sein. Alsdann aber ist p = /'(a + ß^s% und p hat folglich vier verschiedene 

Werthe ; welches nicht möglich ist. Es mufs also ^ (a* — ß^ s*) eine symmetri- 
sche Function sein. Eine solche Function sei y, so ist 

^^=y undp, = -2i. 

Nun nehme man den Ausdruck' 



^i 



^(a + ß^s' 






!!• 
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Man bezeichne die Werdie, welche /> bekommen kann, wenn man ajR?, a*Ä", 

a?£&^ a " JR» statt B? setzt, wo 

oT"* + a^" •...,•.. + «+! = (> 
ist, durch p^, p^ P^y ^M^d mache das Product 

(p—p,)(p—Pt) (P—PJ =/»" — ^/?""" + ^.;>""' = 0, 

so ist leicht zu sehen, dafs j4, A^ elc, ratibnale Functionen der Coefficicnten 
der gegebenen Gleichung, also symmetrische Functionen der Wurzeln tcin wer- 
den. Diese Gleichung ist aber offenbar irreductibeh Also mufs p^ zufolge des 
letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph , als Function dfer Wurzeln betrachte^ 
m verschiedene Wcrthc haben. Folglich ist /n = 5. Alsdann aber ist p yon 
der Form (a) im vorigen- Paragraph, Also wird 

/Ä + -/- = r„ + r^x + r^x^' + r^ x^ + r^ =p, 

y ü 

folglicE ce =is^ + s,p + s,p' + s^p^ + s^ p\ 



r 



das heifst, es wird, wenn man Br -f- ^ H^ statt/? setzt, 

XL 



« 5. 



sein, wo ^3 , /, , /g etc. rationale Functionen von R und von den CoefHcienten 
der gegebenen Gleichung sind. Daraus folgt, vermöge (§. II.) 

t^ K? =^ x^ + a^ x^ + a? x^ + a' x^+a x^ = /?, 
WO a+a+cu+a+l = 

ist Aus p =t^R^ folgt aber p^ =zi^^ R, und weil t^^ R von der Form 
u + u* ^s' ist, p^ •=zu + u^yf s^j welches 

{p' — uf = U'^5' 
giebt. Diese Gleichung giebt, wie man sieht, p durch eine Gleichung vom 10**" Gra- 
de,, deren Coefiicientcn sämmtlich symmetrische Functionen sind , welches aber 
zufolge des letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph, nicht möglich ist; donn da 

/? = iT, -f- a* 07^ -*- a^ a;^ -f- a* x^^ + a x^ 
ist, so würde /?, 120 verschiedene Werthe haben; welches ein Widerspruch ist 
Wir schliefseil aus diesem Allen : 

dafs es unmöglich ist, Gleichungen vom fünften Grade allgemein alge- 
braisch aufzulösen. 
Daraus folgt unmittelbar weiter, dafs es ebenfalls unmöglich ist, Glciclftin- 
gen von höheren als dem fünften Grade allgemein aufzulöisen. Rüthin sind die 
Gleichungen, welche sich algebraisch allgemein auflösen lassen, nur die von 
den vier ersten Graden. 
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9. 
üeber die Schwung- Pumpe. 

(Vom Herausgeber. )^ 



Jfcis kommt hävfig yor, dafs mati das Wasser über seine Oberfläche auf groüsere 
oder geringere Höhen empor zu heben wünscht^ z. B. wenn man niedrige Marsdbr 
Gegenden vom Wasser befreien will , wenn man unter Wasser bauen will , bei 
Wasserleitungen, denen es an Gefälle fehlt, bei- Salinen, wenn die Soole gradirt 
werden soll, bei Brunnen, und in tielen andern Fällen. Die Werkzeuge, deren 
man sich dazu bedient, sind sehp maanichfach. Wo es an Raum fehlt, zieht man 
mit Recht die Pumpen vor, und wenn die Höhen ansehnlich sind, die Paterno- 
ster-Werke, die durch die Verbesserung des Herrn Leideritz in der That eine 
grofse VervoUkonimenung erhalten habetK Wenn die Höhe gering ist, und viel 
Wasser gehoben werden soll, bedient man sich der Wurfschaufeln. Aber 
Pumpen , PatemosterweFke und dergleichen sind immer sehr zusammengesetzte 
BSatehinen, und sie lassen, wie das Schaufeljrcrk, viel an Kraft verloren gehen. 
£s ist bekannt, daüs der Kraftverlust der Pumpen ein Drittheil bis zur Hälfte, 
ja bei schlechten hölzernen Pumpen, drei Viertheile bis fünf Sechstheile der ange^ 
wendeten Kraft beträgt. Und jemehr bewegliche Theile eine Maschine hat, 
iiberhaupt je zusammengesetzter sie ist, je vergänglicher ist sie auch. Unter- 
brechungen, der Wirkung aber sind gewöhnlich für den Zweck der Maschine 
besonders nachtheihg. Man glaubt wohl zuweilen^ durch die . Künstlichkeit einer 
Maschine noch einen Theil des nutzbaren Effects zu gewinnen , alleiiv sditen ge- 
lingt dieses, und wenn auch der Gewinn, so lange die Maschine im Gange ist. 
Statt fmdet, so geht wieder desto mehr durch mögliche Unterbrechungen verlo- 
sen. Die besten Maschinen sind in den meisten Fällen die einfachsten. Ist den 
Damplmaschincn, die in neuem Zeiten fast das Wunderbare leisten, noch etwa& 
zu. wünschen , so ist es eine gröfsere Einfachheit. 

In vielen Fällen läfst sich nun mit grofsem Vortheil von jener Maschine- 
Gebrauch machen^ welche die Uobcrschrift dieses Aufsatzes nennt, uml welche 
wohl die einfachste von. allen möglichen, ist, weil sie gar keine gegen einander 
bewegliche Theilc hat- Man kann sie Schwung- Pumpe nennen, weil ihms 
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Wirkung auf der Schwungkraft beruht Man stelle sidi eine Rohre BMC 
Flg. 10. vor, die unten und oben offen und an eine senkrechte Axe AC befe- 
stigt ist. Die Rohre sei um die Tiefe HC unter das Wasser GH getaucht 
Wird nun das Werkzeug mit hinreichender Geschwindigkeit um die Axe AC 
herumgedreht, so wird das Wasser, welches sich in 6rC befindet, vermöge der 
Schwungkraft in die Röhre hinaufgetrieben, und es wird oben bei B ausfliefsen. 
Die Idee dieses Werkzeuges ist zu einfach , als dafs sie neu sein konnte. 
Es kommt nur auf die beste Benutzung derselben an. Herr Längs dorf in 
Heidelberg hat schbn vor längerer SZSeit eine Maschine angegeben und in seinen 
Schriften beschrieben, die er Saug-Schwungmaschine nennt, und die auf 
der Benutzung der Schwungkraft beruht. Die dort umher geschwungenen Röh- 
Jbgti tauchen aber nicht bis ins Wasser, sondern dasselbe mufs erst durch eine^ 
den unteren Theil der Axe bildende senkrechte Rohre von dem Uebergewicht 
der Luft hinaufgedrückt, oder wie man sagt, aufgesogen werden, welches die 
Wirkung vermindert In der Abhandlung über Maschinen von Hachette be- 
fmdet sich die Zeichnung einer ähnlichen Maschine, deren Röhren auch in-s 
Wasser tauchen. Die Röhren sind aber gradlinig, welches die Wiikung 
wiederum schwächt In der Schrift von Lanz und Betaneourt kommt, wie 
ich mich zu erinnern glaube, el]|^nfalls eine solche Maschine vor. Ferner iwin- 
nere ich mich, irgendwo geleseii.^ haben, dafs eine solche Maschine in der 
Schweiz, von einem Landmanne, im Grolsen mit gutem Erfolge benutzt worden 
ist, um Wiesen zu entwässern. Auch glaube ich, vor mehieren Jahren im fran- 
zösischen Moniteur von der Ausführung einer solchen Maschine in Frankreich, 
nach der Angabe eines Hydraulikers, Kamens Mannouri-Dectot, gelesen zu 
haben, des ncmlichen, der dem Institut im Jahre 1813 mehrere von demselben 
beifällig beurtheilte, auf dem Heber der Ifydreole und dem wogenartigen Schwan- 
ken des Wassers beruhennen Maschinen vorgelegt hat Endlich befindet sich in 
der neuea Ausgabe der Hydraulik von Dubuat eine Abhandlung über diese 
Art von Maschinen, wo auch die richtige Gestalt des Weges, welchen man dem 
aufsteigenden Wasser vorzeichnen mufs, gefunden wird. Auch mag leicht noch 
au andern Orten von dieser Maschine die Rede gewesen s^in. Bei dem Allen 
aber ist das Werkzeug wenig bekannt, und noch weniger davon bis jetzt ein all- 
gemeinerer Gebrauch gemacht worden. Gleichwohl gehört es unstreitig zu den 
vollkommensten in seiner Art Sein gröfster Vorzug besteht darin, dafs es, wie 
gesagt, ganz fest gebaut werden kann und am wenigsten vergänglich ist ; denn es 
hat gar keine Klappen , Kolben oder andere beweglichen Theile. Femer kann 
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damit sogar mit Sand mudi Schhmm angefülltes Wasser gestopft werden , wel* 
ches durch Pumpen oder andere Werkzeuge mit Klappen , nicht wohl angeht 
Audi ist es nidit einmal nodiig, dafs die Maschine aus einzelnen Röhren, die 
sdion von Metdl sein mufsten , bestehe. Sie kann sogar ganz aus Holz gemacht 
winden, wenn iMoi ihr z. B. die Form einer spkäroidischen Sehale giebt» die sich 
um ihre Axe dreht, und in dieser Schale, m verticalen, dterdi die Axe gehenden 
Shenen einige Diaphragmen oder#cheidewände anbringt, so dafs das Ganze etwa 
die Gestalt eines senkrecht auf die lange Axe in der Mitte du^schnittenen Kür* 
bis bekommt Alsdann können sich selbst kaum mehr die Röhren verstopfen, 
und man kann mit dem Werkzeuge eben so wohl Sand und andere kleine Kör- 
per als Wasser in die Höhe treiben. 

Wegen dieser bedeutenden Torzüge ist es wohl nicht unnutz, auf diets 
WeAzeug von Neuem aufmerksam zu madien. Wir wollen ^ weil hier von dem 
mathematischen Theile des Gegenstandes insbesondere die Rede sein muCs^ die 
Gestalt untersuchen, die die Röhren der Schwung -Pumpe haben müssen^ damit 
sie am meisten wirken , desgleichen die Kraft, die zu ihrer Beweguhg nöthig ist» 
sammf dem Effect-- Verlust So wenig sonst häufig in der Ausübung den Theilen 
einer Maschine genatr die Giestalt, weldie eine mathematische Untersudiiung 
teilet, gegeben w^en kami und auch gegeben werden darf, w^ selten die 
^V!|pfcdersätze der mathematischen Berechnopg ganz sicher sind, se^ ist doch bei 
diesem Werkzeuge wiikKch die Gestalt der Rohren widitig- Denn giebt man 
denselben nicht grade die Form , welche sie haben müssen , ddxclt das Wasser 
überall ein gleiches Bestreben- hat, au&usteigen, so wird entweder ein Theil 
dem anderen voreilen oder zurückbleiben, welches einen bedeutenden Kraftver^ 
Uist nach sich zidien, und ein Graqd ^^ kann-, weshalb sich das^ Werkzeug 
nicht so wirksam zeigt, als es wirklich sein kannr. 

Um aber nicht bei Feinheiten txx verweilen, die für die Ausübung doch 
keinen Nutzen haben, wollen wir den Widerstand, an dea Wandeft der Röhre 
bei Seite setzen , die Röhre gleich weit annehmen und auch blofs auf das Gleich- 
gewicht und den Beharrungsstand^ Rücksicht nehmen^ Um aber zugleich für die 
mathematische Methode aus der Aufgabe eim'gen Nutzen zu ziehen,, werde ich 
sie auf die Weise auflösen, über welche ich in einer kleine» Schrift: „Ueber die 
Anwendung der Rechnung mit veränderlichen Grofsea auf Geometrie und- Me^ 
chanik, Berlin 1821, in der IMaurerschen Bücfahandhing**^ geredet habe;, und auch 
an diesem Beispiele zeigen , dais* das Unendlich-Kleine nirgend nothwendig ist,. 
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sonclcni dafs auch zu den Anwendun^ea der sogenannten Infinitesimal- 
Rechnung die bloTse Algebra zureicht. 

Es sei ^C die Axe, BC die centrische LiiiLe ^r Rohre, die sich um die 
Axe herumdrehen soll. Die Röhre sei mit Wasser gefüllt» so wird dieses Was- 
ser durch den Schwujig €in Bestreben bekommen, sich von der Axe zu «nt£er- 
neu 9 z. B. das Wasser in M wird sich bestreben » nach PM fortzugehen. Da 
aber die Festigkeit . der Röhre diese Bewegttug hindert, so wird das Wasser 
nach der Länge der Röhre ausweichen, und folglich nach ME hinau%ctrie^ 
bcn werden. 

Ausser der Schwungkraft wirkt aber zugleich ^die Schwere auf das Was- 
ser, und treibt z. B. das Wasser in il/nach der senkrechten Richtung il/JPnach 
unten. Da dieser Bcwcgtmg wiederum die Festigkeit der Röhre enigegenstcht, 
so wird das Wasser wiederum nach der Länge der Röhre ausweichen und folglich 
nach MG hinabgetrieben werden. Die Schwere treibt also das Wasser hinab, die 
Schwungkraft hinauf Sind nun die beiden, aus der Schwere und der Schwung- 
kraft entstehenden Kräfte gleich gfofs, so wird das Wasser ruhen und in der 
Röhre «durch den Schwung gleichsam schwerlos gemacht werden. Taucht man 
daher die untere Oefihung C unter das Wasser, so wird das Wasser, wenn man 
die Röhre hinreichend schnell umdreht^ bei B mit einer Geschwindigkeit ausflie- 
fsen, die der Druckhöhe des Wassers über der untern Oeffnung bei C zukommt 
DieRöhremufsalso, wenn die Bewegung in derselben ohne Hindemifs gleich- 
förmig TOT sich gehen soU^ diejenige Gestalt haben« fiir welche der aus der 
Schwungkraft entstehende Trieb nach oben , und der Trieb nach unten , den die 
Schwere hervorbringt, tiberall gleich grofs sind. Diese Gestalt ist offenbar nicht 
geradlinig, weil zwar die Schwere überall gleich grofs ist, nicht aber die Schwung- 
kraft , die vielmehr von der Geschwindigkeit abhängt , welche , weil die Winkel- 
Geschwindigkeit dieselbe ist, im Verhältnifs der verschiedenen Entfernungen der 
Röhre von der Axe verschieden ist 

Es sei 

CP = a?, PM^y; 

idie Geschwindigkeit des Punctes M gleich p. ; 

die Schwungkraft desselben nach der Richtung JPilf gleich u\ die Schwere 
gleich 1 : 
so tst nach bekannten mechanischen Regeln 

wo 
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1WO 2^ gleich 30| liieiniSndische Fufse ist Die aus dieser Kraft ^entstefaende 

beschleunigende Kraft» nach der Richtung der Tangente MN^ ist u. "jrfj^ die 

aus der Schwere = 1 entstehende beschleunigende Kraft, gleichfalls nach 
der Richtung der Tangente, aber der vorigen qitgengesetzt, nach MG ist 

1 ' njrnr ' Also muis liberall u- -n^r^ = irrnr *^n> woraus » i. 

MIV MN MN 

_ DM : 

^~WD 



■ y ' I 



folgt. Da nun NM die Tangente an 3f ist, so ist, wie. bekannt, 

DM _ 1 
ilTD 6// 
wo dy die: erste Ableitung (den sogenannten Differential -Coeflicienten, 
nicht das Differential, nicht etwas Unendlich-Kleines) bedeutet. (Wenn man 
nämlich 

y ==y^ und ir -+- Ac statt x setzt , so ist 

.1 
woraus die Bedeutung von .Jy zu ersehen ). Es mufs dso sein u =s -p oder 

udy =ss 1; 

Nun war u =s r— » also mim sein: 

9'dyz=2gy. 
Die Umlaufszelt um die Axe ist für alle jr gleich grofs. Sie sei r Secunden, so ist 

a 

woraus i?* = ■ ■ / ■■■ folgt. Also mufs sem: 



—Jl rfjr = 2^/, öder 



2 



f':2ydy=^g^, 

voraus y* = ~7~ **" Const, oder da^ =s für « = sein soll, also Const. 
= ist, 

folgt, welches die Gleichung der Röhren -Linie ist Diese Gleichung kommt 
einer Parabel zweiter Ordnung zu; also mufs die centrische Linie der 
L i2 
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BiUirfe eine : isolche • Parabel scfin. .ilhr^Scheitiil lie^ :ih. G. Matht miui statt 
der RSfare eiiue ofTpne Schale, mit verticalen Scheidewänden , so mufs die 
Schale ein Sphäroid sein, welches durch die Umdrehung der Parabel um die 
Axeenlslchf • ■''■ = '" ' '' ' '^' "/ ■.■-.' - 

■ 'Öie Giejifchwindi^eit, mit welciher die Rohre imng^reht i^erden miifs, da- 
mit das Wasser durch den Sfd^wiäig scbweHös wird, und; die terlaogte Wirkung 

erfolgt, ist, weil oben 2'Jty = fQ vrär^ c = — ^, und weil zufolge der Gleichung 

• ■ — » • 

der Linie 

y — -yf (gr^) oder ^^ ä= 2^{gx) ist, 

TT . .T . 

B^iceichiict maYi Äe Gi»scih^ndifi'keit des oberst^h Puhttes 5 durch >, und die 

ttohe ^ C durch ' fl , isb ist 

c = 2/(ga). 
Diese Geschwindigkeit ist die des freien Falles Von der Hdhe a: also mufs die 
Ausflufs-OeQhung.j? mit der Qeschwindigkeit ^^mbufen, die c^ Körper durch 
den freien Fäll von der Höhe j4C, auf welche das W^asser gehoben werden 
soll, eri^ngert' würde. Alsdann (liefst dias Wasser bei" B' mit einer Gcschwindig^ 
keit aus, die ein Körper durch den; fireiet> Fall von der Höhe HC erlangen 
würde , die der Tiefe der Eintauchung gleich ist. 

••II "■ - 'i. ■; ', / 

Die Kraft, welche nöthig ist^ die Maschine zu bewegen iand folglich das 
Wasser in die Höhe zu treiben, l'äfst sich , mit Beiseitsetzung der Reibung und 
anderer TSGridemisse, wie folgt, finden: ' ''''"- 

Das Wasser {liefst, nachdem es m der Röhre durch den Schwung schwer- 
los geworden^, in derselben mit einer (Geschwindigkeit,, .diei der-^Druekhöhe jff C 
zukommt. Es sei 

Zum Hinauftreiben des Wassers ist also, yfwn man will, keine Kraft 
nöthig. Dagegen nimmt die Geschwindigkeit horizontal um die Axe von unten 
nach oben zu. Sie ist z.JB, in M^ Gir.MP. =yf gleich .p, in £ hingegen, für 
JBQ = j -4- £sy, gleich p + ^p und hat also von Af bis JE lim ^p zugenom- 
men. Diese Vermehrung der Geschwindigkeit mufs durch die Kraft, welche (fii 
Maschine in Bewegung setzt , hervorgebracht werden. . 

'..:., * DeT'Qii^^nifliderRöhre'jjeifmv» '-' •■-'. ,^■^^\^■'■ll /;. ..•,.-*,'!/* .\..i..; 
•, .;, -.l.^der'BogeniCilfii?::^^: aWJBilf.^"Ai*< •■■♦'' -i ; ■ i ^^ • ]•>,,, -i.M •,•■*. 
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Das 'Wdts^er in d«r Rohre beVegt sich Via<it der' Ricikii^^ 
Litwe, Aerriloge der Dnickhohe fl^<7 ä ä, niil der Gfeschwndigkeiti 2\^{^ä), 
welche d seiii mag, scydhfsr ' i ^ .;.• -l . • . >?. . ,i 

ist, glcichformie. Also ist die Zeit, welcjie das Wasser braucht, um von Af 
nach E zu gelangen, und welche /S t sein mag, e 

Während nun das Wasser von M nach E g^ßiigt^isoU, seihe hömontale Ge- 
schwindigkeit r, die an sich im Behamingsstandc ist, tim £Si? vetthehrt werden, 
lind, zwar die €hesöhwindJgkeit dgc Wassermassc, die in .derJKeit A^tdurch die 
Röhre strömt, also der Masse 

Also soll die Masse m^s in der'.Zeit /St = -y-. die Geschwindigkeit iü^ erlan- 
gen. Dazu ist nafch mefehamstlieh Regelw Wh^ ^^ 

nothig. Wollte man diese Kraft mit der Geschwindigkeit r multipliciren, so 
würde das Moment welches man findet, kleiner sein -fls das 'W^liche Moment 
der Masse M^s. Multiplicirte man sie mit der Gesdiwmdi^it t?H- Ap, so 
würde das Moment gröfser sein, weil die GeSchiJlrfedigkcit Vbtt'iWf naeh JB t u- 
nimmt. Also wird es irgend eine xniitle.*« .Geschwindigkeit p^ , zwischen t? und 

p + /Sp geben, deren Product mit i^ Kraft ,—;r- — genau da# Mpment d/ar 

Masse m/Ss giebt Dieses Moment- also lafst sich durch r-^ ausdrücken^ 

und es isti wepq nmx durch Jlfda^ Moment dar a an;iMm Mfiachiae bezeichnet, 

^ -^■■.'■■-— r ' 1 ' «'^ ' % ■ !• '' ''^i'i ;•'' '•'■ ■.,•'■'..-'.: :.• .i.- 
Da ilf und p beide nothwendig von ^ abhangen, so ist, wenn man 

und in ilf uiid Py ^ -f- X: Statt o? setzt : 

£>kM:=zkdM+ Yi^M.. ...... 

Ap :^ hdp +— öP 

12* 
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Die mittlere Geschwindigkeit p, liegt, wie gesagt, nothwendig zwischen 
r und p + ^ i', und ist also irgend ein Wertfa von p, der zwischen denen 
liegt » die zu o? und zu o? + k gehören. Bezeichnet man daher durch » eine 
Grofse, die zwischen und k liegt, so läfst sieh p, durch 



8 



p^ SS p + »dp + — (fv 

ausdrucken. "^ 

Setzt man diese Ausdrücke von Ailf, ^p und p, in die obige Gleichung 

Zj Jff = r^ > so eiiiait man 

oder wenn man mit k diyidirt, 

€/M+jirM....==:^(p + -liP + jd'p....)(£/r + 5lfp....)- 

Da diese Gleichung för jeden beliebigen Werth von Ar Statt findet, so fin- 
det sie auch Statt für Ar ss 0. Dann aber ist auch » = 0, weil » nothwendig 
«wischen und Ar liegt; also giebt die Gleichung wenn man Ar = setzt, 

dM^=^^ 



woraus ifcf = . Hh Const 



H 



Const =s 0, also blols 

mh 



M 



Da 9 =s 2y^(^a;) sein mufste, so ist ätfdi 

^^ mb.^gx , 

Für die ganze Maschine ist or s= ^ C s= a^ ds<> dis gesamfalte Moment 

Durch dieses Krafl- Moment wini das Wasser auf die Hohe AI^ ^=z a — h 
gehoben. Die Masse des in einer Secünd(^ gehobenrä Wassers ist, weil es sich 
mit der Geschwindigkeit b bewegt, rhb. Ateo ist der nutzbare EfSect gleich 

» y • • V ■ ■ ' ■ ' ■ ■' ■ ■ * - ■ ' • ' I -'.11 

mo (a — h). 
Das Moment der angewiend^n Kraft ^wär'71^^ ^ ' Also ist das Moment der 
Kraft, welche verloren geht^ mba^^mbifl r- A), gleich 
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Der verloren gebende Effect mhh verhält sich also zu den übrig bleiben- 
den Effect mhia-^K^y wie die Tiefe der Eintaudiong der Röhre h za der Höhe 
a-^hf auf welche da^ Wasser gehoben wird. Dieser Verlust ist nur gering» 
denn eine unbedeutende Tiefe der Eintauchung giebt ^hon eine bedeutende 
Geschwindigkeit des Ausflusses 6, weil b die Geschwindigkeit ist, die der Tiefe 
der Eintauchung y als Fallhöhe, entspricht. Z. B., wenn man die Röhre einen 
Fufs tief eintaucht, fliefst das Wasser oben schon mit 2^{g. l)=2^i&|=s 
beinahe 8 Fufs Geschwindigkeit aus» 

Man sieht, dafs bei dieser Rechnung nirgend eine Spur vom UnendKch* 
Kleinen vorkommt, sondern dafs sich alles durch die blofse Algebra finden läfst 

Pie Form der Röhre richtet sich nach der Voraussetzung,, dafs die Geschwm* 
digkeit der Umdrehung des obersten Punctes B genau c-cs 2^(^a) ist Ist die 
Gesdiwindigkeit kleiner, so fUefst kein Wasser aus; ist sie gröfser, so sind die 
Schwere und die Schwungkraft nicht im Gleichgewicht, sondern die letztere über- 
steigt jene. Alsdann wird die Bewegung des Wassers nach oben beschleu- * 
nigt, und die Biegung der Röhre mufs entweder eine andere sein, oder ihr 
Querschnitt mufs von unten nach oben abnehmen. Die Biegung der Röhre zu 
ändern, ist fiir die Ausübung nicht rathsam, weil man ihr in jedem Falle keine 
veränderliche Form geben kann , wie es fweine veranderiiche Geschwindig- 
keit der Umdrehung nöthig sein würde. Da auch der Querschnitt nur unverän- 
derlich sein kamt, so mufs man dieAohre an der einen Seite durchlöchern, d»- 
mit bei veränderlicher Geswindigkeit die Luft entweichen könne, oder man mufs 
die Röhre an der innem S»te ganz offen lassen^ wie in dem Falle der sphUro'idi* 

sehen Schale mit Scheidewänden. 

.f. 

Es lassen sich über diese Maschine^ -Wenn bmhi die Gesdiwindigkeit gröfser 
oder kleiner annimmt, als sie nach den obigen Yoraossetzungen sein mufs, oder 
wenn man den Widerstand an den Wänden und andere Hindemisse in Betracht 
zieht, noch mehrere mechanische Rechnungen anstellen, die wir aber, um die- 
sen Aufsatz nicht über die Gebühr zu verlängern, und da At für die Ausübung 
keinen besondem Nutzen haben, übergehen. 

Die Art, wie die Maschine in Bewegmig gesetzt wird, richtet sich nach 
den Üms^Aden* Man kann dazu^ wie gewöhnlich, jede bewegende Kraft be- 
nutze^i als Wind, Wasser, Dampfe Thierkräfle u. s. w* Das Gerüst der Ma- 
sduni^ttiufs naIMicb so groC» sein, dais sich die Röhre, oder die spharoTdische 
Sdiale daffin firei umdrehen kann. Oben bei B mufs eine ringförmige Rinne 
unlieilaufen, die im Wasser auflangt, imd die Röhre mufs umgdijqgen sein. 
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damit kein Wasser verspritzt wird» ungefähr wie es in 'der Figur bei B angedeu- 
tet ist. Da die Axe senkrecht steht, so lassen sich vorzüglich zu- Bewegung die- 
ser Pumpe, wo es sonst den Umstünden nach thunlich, horizontale Windflögcl 
beiuilzen, was besonders da angehen wird, wo es auf Austrocknung niedriger, 
flacher Limdereieii ankommt. Die Flügel können alsdann sogar uninittclbar an 
die Pumpen -Axe befestigt werden, in welchem Falle die Maschine, auch selbst 
bis zur bewegenden Kraft hin , gar keine Räder oder bewegliehen Theile hat. 
Uebcrhaupt ist die vorzüglichste Anwendung dieser Pumpe, wohl die in dem 
eben genannten Fall zur Abtrocknung von Ländereich ,* wo es nicht .an Raum 
fehlt, die Forderungshöhe gewöhnlich nicht sehr grofs ist, und öfters schlammi- 
ges Wasser gehoben wetden mufs. Beim Bauen unler Wasser^ oder um Was- 
ser aus Brunnen zu heben, ist sie weniger geschickt, jedoch nicht mianwendbar, 
weil der Parameter der Parabel, nach welcher die Röhre gekrünmit sein mufs, 
willkürlich ist, und die Linie auch sehr flach sein kann, indem es nur darauf 
ankommt, dafs der obere Punct der Röhre hinreichend geschwind umge- 
dreht wird, und also nur die Winkelgeschwindigkeit luhreichcnd yei>- 
gröCsert werden darf Ist die Hubhöhe grofs> so mufs man das Wasser Absatz- 
weise heben. 

Das Werkzeug verdient in jedem Falle Aufmerksamkeit, wegen seiner 
Einfachheit, geringen Kostbarkeit, Festigkeit und Dauer. Selbst geringere 
Schäden machen es- noch nicht ungangbar, wie Pumpen und andere zusammen- 
gesetztere Maschinen, 
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10. 

Einige !N.ichrichten von Büchera. 



AUS der neueren Deutschen mathematUchen Literatur Yrollen wir diesosnial fol- 
gende zwei Werke nennen: 

1. Kytelirein Grandichrcn <Icr hÖbeni Analvns. Betiiii bei Reiiner. 2 Bäutlc 
in Quarto, zusammen H66 Seiten. 
Dieses Werk vürbreitet sich mit Klarheit über . mehrere Trichtiee Gegenstände 
der Analysis, namentlich über die baheren Gleichungen, über die Facultatcn, 
tlbcr die tVeihen, sowohl im Allgemeinen, als über die rück laufenden, über die Ent- 
■vrickelung der B^ihefi; Über das Geseta der CoetiicJenten, über die Convcrgenz, Ver- 
bindung, Verwandlung und Summirubg der Rrihen; ferner Ober die Keltenbrtlche, 
Aber die Zerlegung der Brüche, über die Differenzen und arithmetischen Reihen 
höherer Ordnung^ über die Differenz -Gleichungen und ihre ZurOckleitung, Ober 
die inexplicabeln Functionen, über die Grftisten und Kleinsten, über das Einschalten 
und über die' combinatorische Methode. Es enthalt eine reiche Sammlung von in- 
teressanten Kesnltaten, und unter denselben vieles Neue, oder neue Ansichten, Kr- 
ISuterungcn uö,d Aufklärungen. Es hat tür den gegenwärtigen Standpunct der Ana- 
lysis ungefähr die ncmlichen Zwecke, -wie Eulers introd. iti tatai. irif. lÜr den da- 
inaligen. Der der Combinatorik gewidmete Theil des "Werkes wird ohne Zweifel dazu 
beitragen , diese Methode naher aufzuklaren und ihr ihren riclitigen Standpunct in 
der Analysis anzu'weisen. Das Werk ist für die mathematische Literatur wichtig 
ubd in jedem Betracht des Scharfsinns des hochverdienten VerDa&sers würdig. 

3. Birksen Variations- Rechnung. . BerÜn, bei Schlesinger. 1823. in Quarto. 

In diesem Werke Gndet man diesen abstractesten Titeil der Analysis in seinem 
ganzen Umfange mit grofsem analytischen Scharfsinn abgehandelt. 

Aus Pflicht gegen seinen Herrn Verleger glaubt der licrausgcber seine eigenen 
iXeueren Arbeiten an diesem Orte nicht yerach-weigen zu dürfen. 

Es ist im Anfange dieses Jahres in der Reimerachen Buc}ihandlung zu Berlin 
)>l^ienen: Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, und so eben erschien 
die erste Abtheilung eines Lahrbiu.Gh es der Geometrie, welche die Plani- 
metrie, die ' ebene Tp'gonomctric und Poijjconometric enthält. Beide J^chrbücher sind 
sowohl für Oiejehieen, welche sich der filathematik ganz \vidmen -wollen, als fUr 
Alle, die ihre^ als Hülfswissenschaft bedürfen, voraUglich aber zum Selbstunterricht 
bestimmt. In der Arithmcl,ik und Algebra ist der Verfasser häufig von dem Ge- 
wöhnlichen abgesehen, und hat diesen Theil der Elemente in dasjenige System zu 
bringen gesucht, ^velchcs nach seiner Ueberzcifgung der Natur des Gegenstandes an- 

fjemessen ist. Obgleich der Umfang des LehrbegrilTs nur wenig den ge\('ühnlichc-n um« 
ang eines Elemcnt.irbuchs üjjersteigt, geht der Inhalt doch bei \vcitem über die ersten 
Elemente binaus. Es cntlialt z. B. eine söbion ausgedehnte Theorie der huhercn Glei- 
chungen, iDehreres von den Reihen, und gelbst IVIanches aus der sogenannten Diifc- 
renljal- und Entegral-Rccluiuiig, die nach der Ueberzcugung des Verfassers blofse Al- 
^bra iit. Das Buch ist in dem Sinne entwickelt, welchen der Verfasser früher in 
seinem „Versuch über die anaIylisphj)hFacuItatcn,Beriin beiReimer, 1823," angedeutet 
hat, imd in -welihcm er Itrncr die gesammte Analysis zu entwickeln gedenket. Er 
bereitet einen umfassenden Lchrbegriff der gcsammlen Analjsis vor, dessen Verlag 
die hiesige Schlesingcrsche Buchhandlung ttbemommen hat. Da die gesammte Ana- 
Ijrtil im Zusammenhange noch nie von einem und demselben Verfasser systematisch 
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und nach gleichen Ansichten abgehandelt vrorden \%if so hofft der Unternehmer, dafs 
seine Arbeit auch schon deshalb nützlich sein vi-erde. 

Der l^hrbegriiT der Geometrie, von welchem die erste Abthciiung erschien, ent- 
hält ebenfalls viel mehr, als die gewöhnlichen Lehrbücher« z. V. Näeres über die 
Vielecke, das Nöthigste über die JVansversalen, die Anfänge der analytischen Unter- 
suchung der Lage der Linien und Ebenen, das Nothigste über die Punctc der mittlem 
und kleinsten Entfernung, eine etwas vireitere Ausführung der Trigonometrie und 
eine in govissem Retracnt vollständige Ausfülirung der Pohgonometrie. Dabei hat sich 
der Verlasser der grOfsten Strenge, so ^yie der grölsten Einfachheit und überall einer sy- 
stematischen Zusammenstellung befleifsigt« Der zweite llieil dieses Buches, welcher me 
Stereometrie und sphärische Trigonometrie enthalten soll, wird in Kurzem nachfolgen. 

Von den neueren Producten der mathematischen Literatur in an deren Sprachen 
nennen wir diesesmal aur: 

Porte elet trcdU des proprietis projectipes dts ßgures^. Paris, chez Bor 

chelier. 4. 1822. 

nveil dieses VV'crk mit einer Abhandlung in dem gegenwärtigen ersten Heft dieses 
Journals« nemlich mit der Abhandlung des Herrn Steiner S. 38 etc. in einer ge* 
irissen Verbindung steht. Der Inhalt des Werkes ist f^r die Geometrie von dem 
höchsten Interesse, denn es enthält des Neuen, sov^''ohl in der Methode als an Ge- 
genständen, viel. Unter Protection der Figuren wird ihr perspectivisches Bild 
verstanden, das heifst, die Figur, welche auf einer beliebigen Ebene oder auch auf 
einer Fläche entsteht, wenn man mit derselben die geraden Linien aus dem Auge 
nach den verschiedenen Puncten der^ gegebenen Figur schneidet Und vermittelst der 
Eigenschaften des perspectivischen Bildes, welches häufig einfachere Gesetze hat, als 
die gegebene Figur, wird diese letzte untersuclit Wie fruchtbar diese Methode sein 
müsse, kann man aus folgendem einfachen Falle abnehmen. Man stelle sich zwei 
gerade Linien in einer Ebene vor, die in einen Punct zusammen laufen, und mehrere 
andere gerade Linien in der nemiichen Ebene, die^ ebenfalls alle in einen anderen Punct 
zusammen laufen und jene beiden schneiden. Die Durchschnitte der Linien irrerden 
eine Reihe aneinander liegender Vierecke bilden, die ganz unrcgclmäfsig sein kOnnen. 
Zieht man nun in jedem dieser Vierecke die beiden Diagonalen, so liegen die Durch- 
schnittspuncte der Diagonalen in einer und derselben geraden Linie. "Wenn man die- 
sen Satz auf die gewftiinliche Vyeise durch Transversalen oder aus der Aehnlichkeit 
der Figuren Jn der Fbene beweiset, so ist der fie>veis ziemlich w'eitläufig. Durch 
eine perspectivisclie Projection hingegen ist er ungemein leicht» Man lege nemlich 




lauter Rechtecke; und dafs die Durchschnittspuncte solche aneinander liegende Recht- 
ecke in eine und dieselbe grade Linie fallen, ist fast an sich selbst klar. Das Werk 
des Herrn Poncelct entwickelt eine Menge interessanter und neuer Sätze, sowohl 
von der geraden Linie in der Ebene und den damit unxschlossenen Figuren, als von 
den sogenannten Kegelschnitten. Mit der obigen Abhandlung steht das Werk deshalb 
in Beziehung, weil der Verfasser der Abhandlung, Herr Steiner, und Herr P o n c e 1 e t 
beide, ohne von einander zu wissen, an dem nemiichen Gegenstande gearbeitet und 
mehrere gleiche Resultate gefunden haben. Herr Poncelet ha^ wie er m der Vorrede 
seines Buchs erzählt, seine Untersuchungen als Kriegsgefangener zu Saratow in Rufs- 
land, entfernt von aller literarischer Gemeinschaft, angestellt, und Herr Steiner hat, 
Vrie der Herausgeber von ihm vemonunen, ohne Herrn Ponceleta Arbeiten zu ken- 
nen, mehrere Resultate desselben ebenfalls gefunden, ist aber zom Theil noch brei- 
ter gegangen. Herr Steiner ist im Begrif]^ seine Resvdttte «usammentustelleny i^von 
ein grOfsereSy interessantes Weric zu erwvrten ist 
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11. 

Bemerkungen über die Form der Wurteln algebraischer 
Gleichungen. 

(Von Herrn. Zouiit OKner.") 



1. 
Uie Wurzeln einer algebraischen Gleichung, z. B. der Gleichung 

^ + p, «""' -*- p, *"" + p, *'" •i-p, = 0, 

sind nothweiidig Functionen der Coefificienten p^ , p^, p^ p^, vie 

*=/(/'..;»../', P^' 

wo /ein Fnnctionszeichen ist Die Zahl der Wurzeln ist n. 

Entwickelt man den Ausdruck von x nach den Potenzen und Producten der 

firofsen p^ , p^, p^ p^, nemtich wie 

x^tk-^ ßp^ + Sp' etc. 
+ yp, + ^PJ>, 

so sind die Coeflicienten a, ß, y, d etc. toq p^ , p^, p^ p^ unabhängig 

und nur atu afatoluten Zahlen zusammengesetzt Aber die Grölsen p^, p^, p^ 

p^ haben sämmtUch nur einen Werth, während x^ n verschiedene 

Werthe haboi kann. Daraus folg^ dafs die Gjcfiidentea a, ß, y, 6 etc. 
Wyrxel-GrBfsen endialten können. Dergleichen Wurzel -Gröfsen können 
allemal auf die Wurzeln von Eins gebracht werden, und ihr Eiponent kann 
nidit gröfser und nicht kleiner sein, als n: denn sonst würden, unabhängig von 
jfjtriii)iC*oiidto«n Bcdmguo^ mehr oder weniger als n verschiedene Werthe von 
X Statt finden können ; welches nidrt der Fall ist 

Ks mufs also fUDgekehrt a> nothwendig eine Function, nicht allein von den 
CMfTicienten p^^ p^, p^. . . ... ... . p^ der gegebenen Gleichung, soq^eni auch 
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von der Worzelgrolse 1/ i srin. Der aUgemeine AnsdmdL der Wurzeln einer 
algebraischen Gleidiung rom n^^ Grade ist also: 

^ =APt^ P^^ Py Pu^yT^)^ 

m 

Dieser Ausdruck kann n verschiedene Werthe haben, weil ^i so viele ver- 
schiedene Werthe hat; aber nicht mehrere. 

2. 
Eahnduk man diesen Ausdruck von x, statt nadi den Potenzen und Pto- 
ducten der G>efficienten p^fP^fP^ p^t vielmehr in eine nach den Po- 

tcnzen und Producten der WurzelgruCieV^l fortsdu^itende Reihe, so ist leicht 
zu sehen, da£i diese Reihe nie mehr als n Glieder haben kann, welchen von den 

n Werthen der Wurzelgrulse ^i man derselben auch beilegen mag: denn alle 

a 

Potenzen der verschiedenen Werthe von /"l, von höheren Exponenten als li, 
sind immer anderen Potenzen dieser Wurzelgrulse gleich, deren Exponenten kid- 
ner sind als n. Die entwickielte Reihe wird also immer folgende Gestalt haben: 

:r = P, /^l + r.(/^l y + P^ (/^i )' + «^.., (^i )'"* + P. . 

3. 

Giebt man in diesem Ausdrucke von a: der Wurzel -Grofae ^i der Reihe 
nach ihre n Werthe, die sich vermöge der bekannten Eigenschaften der Wur- 

I J 2 a-»i 

zeln der Einheit durch 1", !•, 1" 1 " , 1 ausdrucken lassen, so findet 

man folgenden Ausdruck der n Wurzeln der gegebenen Gleichung: 

f 2 3 

= P^ 1» + ^, 1» + r, 1" ........ -f 

= ^, !■ + ^, !• + ^, !• H- 



X 



a-f 



a — l 
1"^ 



X. 



or. 



= p, 1ä + r^ li 



+ P, !■ 



a-i 



a*t 



1"^ 



1 • 



^a.l == «'j 1 ■ + P, 1 ■ + ^3 1 ■ « 



o; SS p 

n f 



a-i 



a— « 






4. 



Wenn n eine Primzahl ist, so werden die Goeffidenten einer und der* 

selben Gröfse p,, p , p, etc. in den Ausdridben von ä , o?., a:. ü: 

immer unter dnander verschieden sein. Ist n eine zusammengesetzte Zahl, 
•0 k5nne#die Coeffidenttn ton f^. , p^^ p. etc. in mehreren Werdien ydn w wie* 
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derkehrcn. In allen Fällen dber wird die Summe der CoeiHcienten jeder Grufse 
^1 » ^'i 9 ^^ ^^^' gleich Null sein ; denn diese Summe ist immer die Summe aller 
Wurzeln der £inheit, deren Exponent n oder ein Theiler von n ist 
Dieses giebt 

Nun kann man jede Gleichung in eine andere verwandeln, die kein zwei- 
tes Glied hat, oder in welcher die Summe der Wurzeln Null ist. Also kann 
man immer machen , dafs 

nv = oder r„ = 
ist. Dadurch reduciren sich die obigen allgemeinen Ausdrücke der Wurzeln 
einer Gleichung vom n^^^ Grade auf 



u ^pfn ^p4n + P 1» 

2 ,4_ 6 gn-f 

16 9 3U-3 






*r =c?l" +p1» -f-rl«* + r 1* 



n-t 



fn-t 3n-S (Ä-n* 



^^ , = r, 1 « + p. 1 " + i?. 1 .» • • • • + ^« . 1 ** 

Man sieht daraus, dafs die Ausdrücke der Wurzdn immer aufSuramen 
von n — 1 integrirendcn Theilen reducirt werden können. 

6. 

Die Grofsen V^ , p^ , r^ , r^^ ^ , welche in den Ausdrücken von x vor- 
kommen, sind in denselben der Reib nach mit allen Wurzeln von 1 multipli- 
cirt, deren Exponent n oder ein Theiler von n ist, und jede Gröfse ^^ , ^,, ^a • • • • 
kann nur einen Werlh haben, weil nur n verschiedene Werthe von x Statt 
finden. Daraus folgt, dafs ^,/ ^g, ^j, ^„^j nothwendig die Zahlen wer- 
the (ohne Rücksicht auf das Zeichen genommen) der Wurzeln, mit n oder 

einem Theiler von n zum Exponenten , von anderen Grofsen i/^ , w, , 1/3 

sein müssen, welche Functionen der G>efficienten der gegebenen Gleichung sind. 

Also können die Wurzeln der gegebenen Gleichung, wenn n eine Primzahl 
ist, auch auf folgende Weise ausgedruckt werden: 

n n ZI n 

a? = V^u, +/m, + V^u, + + /'"n-r 

und wenn n z. B. m zum Theiler hat, durch 

B 81 B B 
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Dieser ailgemeiiie Ausdruck von op giebt die n verschiedenen Wurzeln der 
gegebenen Gleichung, wenn man die Zahlenwerthe der Wurzel «Gröfsen 

u n mm 

/"a,, /"Uj etc. und V"^i> V"^t ^*^> ^^" Ausdrucken von (§. 4.) gemafs, der 
Reihe nach mit den Wurzeln von 1 multiplicirt 

6. 
Da beliebige Grofsen immer als Wurzeln einer algebraischen Gleichung be- 
trachtet werden können, deren Exponent der Zahl der Grofsen gleich ist, so kann 
man die n — 1 Grofsen ^^, p^, p, . . . . c^,^.,» oder auch die Grofsen i/^, m,, 
1/3 ... . i/^_^ als die Wurzeln einer Gleichung vom Grade w — 1 ansehen, z. B* 
als die Wurzeln der Gleichung 

u '^ q^u + g^u + 9n«i = . 

Die n — 1 G)eflicienten q^^ q^, q^ q^^^ dieser Gleichung sind noth- 

wendig Functionen der n — 1 Coeflicienten der gegebenen Gleichung p^ 9 P^ * * 
.... p^^^ (p^ ist gleich Null angenommen), weil die iiitegrirenden Theile u^, u^, 

u, i/^_^ der Wurzeln der gegebenen Gleichung, welche die Wurzeln der 

auflösenden Gleichung in u sind, nur von diesen Coeflicienten abhängen. 

Findet man also, dafs die integrirenden Theile i/^, li^, zi, • • ^ • • • u^^^ der 
Wurzel» der gegebenen Gleichung in den Ausdrücken dieser Wurzeln nach 
Belieben untereinander verwechselt werden können, so werden sie nothwendig 
die Form der Wurzeln einer Gleichung vom Grade n — 1 haben. 

Gelingt es, die Coeflicienten y^, y^, ^, qn^t ^^^ auflösenden Glei- 
chung in u durch die Coeflicienten der gegebenen Gleichung auszudrücken , so 
läfst sich die gegebene Gleichung vom Grade /i, vennittelst einer Gleichung vom 
Grade n — 1 auflösen. 

7. 
Multiplicirt man in den Ausdrücken (§• 4.) x mit 1», x^ mit 1°, or^mit 

IS 

1 " etc. , so gehen die Coeflicienten der Glieder, welche r, enthalten, in diejeni- 
gen mit p^y ^^^ Coeflicienten der Glieder, welche p^ enthalten, in diejenigen mit 
r^, u. s. w. über, die Coeflicienten der letzten Glieder sind sämmtlich gleich 1. 

Nimmt man also die Summe aller Producte^ so findet man 

— JL 2- 3 

o?, l» + a?,,la + a?3 1" + ^l'' = '*^B-i" 

i. . i. i. 

Multiplicirt man a:^ mit 1 », x^ mit 1»^ d?, mit 1 » etc., so gdben die Goef- 

ficienten der Glieder, welche p^ enthalten^ in diejenigieD mit p^ diejenigen mit 
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c, io diejenigeu mit c,, u. s. w. über. Die CoefBdenten der Glieder mit (>^_, sind 
■ämmtlicli gleidi 1. Die Summe aller Producte ist also alsdann 
i. i • iB 

», 1 » + ar, 1 ■ + «g 1 " ic„ 1° —ne^_^. 

FShrt man mf diese Weise fort» so findet man 
i. i, 1. 

»^ 1" + iC, 1" +iPs 1° + 3;^ 5= «"a-i 

S i. i ■ 

ar, 1 » +37, 1» +«, !■ + a:. = «p,., 

i. j1 ^ ' 
ir, i» +«, I" +aj, !• + »« = »'«-8 

ar, 1"^ + af, 1 » + m, 1 ° . . . . + a;, ^ »c,. 

Diese Ausdrucke stimmen mit denen uberein, von welchen Lagrange in 
sönen Untersuchungen über die algebraischen Gleichungen ausgeht (Man sehe 
Not Xm. seines Weiks : TraäS de la resoluiion des iquations numäriques.) 
Die gegenniSrtigen Gröfsen u, , u,, u, ^nd die nemlichcn, welche Lagrange 
durch r°, t*, r" etc bezeichnet 

Die Voraussetzungen von Vandermonde in seinen Untersuchungen über 
die Auflösung der algebraischen Gleichungen stimmen ebenfalls mdt unseren Aus- 
drüdcen. Vandermonde setzt im 'Wesentlichen: 






», + 3r, + afj + ir„) 

t ■ / - - 

+ - Vfa'. + 1"£B, + l"a;, + a:n) 

< "*&- * 
+ 1 /(iT^ + 1» ar, + i« «, + a7„) 

etc. Das hdfsl 

irelche» mit den dbigen Aiudrücken (^ 5.) fibereinstimmt. 



I 



Da üch die Auflosung einer gegebenen Gleichung vom Grade n auf die Uu- 
iuchung einer auflösenden Gleichung vom Grade n — 1 zurückRihreH, 
;t (§. 6.), so kommt es darauf an, die Coeflidenten der auflösenden Gleichung 

q , 9, 9„_, durch dien— i Coeffidenten /;, , p^ /?„ der ge- 

!nen Gleichung auszudrucken. Hierbei giebt es dra Falle: 
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Erster Fall. Die Gröfsen p^, p^, r^ . . . . i • r,^.^, welche in den Au^ 

drücken der Wurzeln der gegebenen Gleichung (§. 4.) Anoirkommen , können auf 

1« L ^ **"* 

gleiche Weise mit den Wurzeln der Einheit^ 1**, 1" , 1** . .^, - . . l'n^ver- 

bundcn sein , so dafs sie sich untereinander nach Belieben vertauschen lassen^ 

ohne dafs man andere Ausdrücke, als die von x^ findet. 

Setzt man in diesem Falle die obigen Ausdrücke von x^y x^ in die- 
jenigen der CoefBcienten der gegebenen Gleichungy?^ , p^ p^^ nemlich in 



X^ X^" 

x^ x^ x^ 



x^x^ . 



• • • • "T" X ^ *«?- 



X. X. X, 



• • • • 






X. x„ x^ 

1 2 A 



X == 
n 



P. 



oder auch in die Ausdrücke anderer beliebiger s)'mmetrischer Functionen der 
Wurzeln der gegebenen Gleichung, z. B. in die Ausdrücke der Summen der 
Potenzen der Wurzeln bis zur /i*«», welche sich bekanntlich rational durch die 
Coefficicnten der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen, so werden die Aus- 
drücke mit ^4, Pg, <^^ r„,4, welche man findet, nothwendig die Gröfsen 

<\, i^,^j p, r,j.^ symmetrisch enthalten. Und weil umgekehrt belie- 
bige symmetrische Functionen der Wurzeln einer Gleichung durch die Coefii- 
cientcn der Gleichung selbst ausgedrückt werden können, so lassen sich die 

Cofficienten (/^, q^ q^^^ der auflösenden Gleichung finden. Die Gröfsen 

Cj , ^2 ' ; • • ^'ii-i ^^^^ alsdann die n*«» Wurzeln ihrer Wurzeln u^^u^ ^i-i* 

Man mufs übrigens die Coeflicienten der Gleichung in i/, und nicht diejeni- 
gen der Gleichung in p berechnen; denn der erste Coefficient dieser letztern 

würde ^, + ^2 + <^3 + ^n-i> ^^5 heifst, gleich einer der Wurzeln der 

gegebenen Gleichung selbst sein, und man wüi-de nichts gewonnen haben, weil 
die Gleichung, aus welcher dieser Coeflicient gefunden werden müfste, von dem 
nemlichcn Grade sein würde, wie die gegebene Gleichung selbst. 

Es ist leicht zu sehen, dafs die symmetrische Verbindung der n — 1 in- 
tegrirenden Theile t', , p, i;^_ ^ der Wurzeln der gegebenen Gleichung 

mit den n — 1 Wurzeln der Einheit, 1", 1", 1» ....... 1 n nur bei den 

Gleichungen vom zweiten und dritten Grade Statt findet Denn die Zahl 
der Verbindungen der 7i — 1 Gröfsen p^., r^, c^ . • . c^.^ und dcrn — 1 

112. n-i 

Wurzeln 1«^, 1", 1» 1"^ ist (/t — 1> (n — 2y{n -r;3) ...... 1. Die 
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gegebene Gleichung hat aber ni#7> — 1 zusammengesetzte Wurzeln, denn 

die letzte ist blos ^^ + ^^ + ^^ + ^u.» . Also mufs 

(/» — 1) (/^ — 2) (/i — 3) 1 5= n — 1 

sein, und dieses ist nur fiir n.= 2 und n = 3 der Fall. Also findet der gegen- 
wärtige erste Fall der Berechnung der Coefficienten der auflösenden Glei- 
chung nur fiir die Gleichungen vom zweiten und dritten Grade Statt 

Zweiter Fall. Wenn die n — 1 integrirenden Theile p,, p^, v^ . . . . 
• • • • ^n-i ^^^ Wurzeln der gegebenen Gleichung mit den n — 1 Wurzeln der 

Einheit 1**, 1** .1 n nicht symmetrisch yerbunden sind, welches für 

höhere Grade als den dritten immer der Fall ist, so kann man andere symme- 
trische Ausdrücke der gesuchten Wurzeln willkürlich annehmen. Dieses ist im- 
mer eriaubt, weil die Form der allgemeinen Ausdrücke der Wurzeln der gege- 
benen Gleichung linear ist. 

Die Bedingungen, welche dergleichen, fiir die Wurzeln der gegebenen Glei- 
chung willkürlich angenommene symmetrische Ausdrücke erfüllen müssen, beste- 
hen blos darin, dafs sich die n — 1 integrirenden Theile, aus welchen sie zu- 
sammengesetzt sind, nach Belieben müssen- verwechseln lassen, ohne dafs man dar 

durch aus den Ausdrucken der n Wurzeln a^^t x^^ iv^ sc^ hinausschreitet, 

und dafs die Summe der Ausdrücke der n Wurzeln immer gleich Null ist. 

Es ist leicht zu sehen, dafs diese Bedingungen erfüllt werden, wenn man 
in den Ausdrücken der n -^ 1 ersten Wurzeln, der Reihe nach, je einen der 
n — 1 integrirenden Theile mit einem willkürlichen Zahlen -Coefficienten mulli- 
plidrt, die letzte n" Wurzel aber dv Summe der n — 1 vorhergehenden, ne- 
gativ genonmien, gleich setzt» das h^st, wenn man setzt: 

^, + ^ + ^t + ^3 + ^^-I 

o:, = ;5, + Äg + «» . + ^2^-t + ^i 



'n-x 



^a-i = *^ + «, + ^ -»- -n-i 

^a=— (* + n — 2)(^+Ä, +^s + ^n.i)- 

In diesen Ausdrücken können die Grufsen ^^t z^, z^ ^u.if wie man 

sieht, untereinander nach Belieben vertauscht werden, ohne dafs man aus den 
Ausdruchen der Wurzeln herauskömmt, und die Summe der Wurzeln or, , a\y 
x^ ^n ^^^ gleich Null. Den Coefficienten k kann man willkürlich annch- 
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men» ausgenommen gleich und 1 » weil moü 1 , ^^ = d?, ss or^ . . « « ss x^^^ 
und cc^=z{n — 1) ar, oder 

^. = ^ + *t + ^s ^n-a 

^. = ^ + «f + ^ + *n-5 + *«-t 

etc. geben. Es ist auch leicht einzusehen , dafs nur einer der integrirenden 
Theile der Wurzeln mit einem willkürlichen G>eflicienten multiplicirt werden 
kann. Denn verbände man mehrere Theile mit willkürlichen Coeflicienten , so 
entständen mehr als n Verschiedene Ausdrücke von x\ wegen der möglichen Ver- 
tauschungen der Coeflicienten und der Gröfsen, mit welchen sie multiplicirt sind. 

Substituirt man nun diese Ausdrüdce von oc in beliebige symmetrische Func« 
tionen der Wurzeln x^^ ^£> ^3 ^u» deren Werthe aus den Coeflicien- 
ten der gegebenen Gleichung gefunden werden konneii, und es gelingt, aus die- 
sen Functionen andere symmetrische Functionen von z^, z" ^n- 1» ^^^ 

welchen sich die Coeflicienten einer auflosenden Gleichung 

abnehmen lassen» zu finden» so lassen sich die Werthe der fiir x angenomm^ 

nen integrirenden Theiie £^ » z^ x^ berechnen. 

Ucbrigens läfst sich dieses Verfahren auch auf die Gleichungen vom zwei- 
ten und dritten Grade anwenden. 

Dritter Fall. Hat das Verfahren des zweiten FaUes keinen Erfolg » weil 
man vielleicht, indem man die Coeflicienten der auflosenden Gleichung sucht, 
auf Gleichungen von höheren Graden, als die gegebene Gleichung selbst stofst, so 
mufs man die Coeflicienten der auflösend||^ Gleichung 

— y^ = i/, + w, + M, + l^a-i 

-^q.—u^u^ + w, u, + «^« w, 

- ^3 = ^1 ^u "3 + ^1 ^t "• • • ^^,^.^. 

=*=7n., =a, M.W3 i/„.. 

vermittelst der reciproken Ausdrücke von u durch x (§. 7.) berechnen. Diese 
Coeflicienten werden aus symmetrischen Functionen von x^^ x^ x^ zu- 
sammengesetzt sein, und die Aufgabe ist: di«se Functionen aus den Coeflidenten 
der gegebenen Gleichung zu finden. Dieses ist das Verfahren von Lagrange, 
am Schlüsse von Note XIII. seiner oben erwähnten Abhandlung über die Glei- 
chungen. (Man sehe Nr. 22. und 68. dieser Note.) 

Auch 
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Auch kann man umgekehrt die CoeiBcienten der gegebenen Gleichmig 

■ r% i % ^ '^i ^s "^ "^E "^s 

— n. =^0? o?« « + a?ir ir". 

!•'• ••..••• •• 

durch Substitution der allgemeinen Ausdrücke von x^^ o?^ . . . . <fl?„ in r^ , r^ • . . 

^n.j (§• 4*) berechnen. Dieses giebt n — 1 Gleichungen zwischen den 

n — 1 Gröfsen p^ , <?^ ..... . <^n«i, aus welchen dann diese n — 1 unbekamiten 

Grofsen entwickelt werden müssen. 

9. 
Wir wollen diese Bemerkungen auf die Gleichungen vom zweiten , dritten, 
vierten Grade u. s. w. anwenden. 

I. Es sei die Gleichung vom zweite n Grade 

gegeben. Die Wurzeln dieser Gleichung werden nur 2 — 1 = 1 Glieder haben, 
und^ den allgemeinen Ausdrücken der Wurzeln (§. 4.) zu Folge, von der Form 

4 4 

xr. = u/ . 1 = + u.^ 

sein. Nun ist ^^ • «a?, = /^^ , also ist — u^. + u^ = />«> woraus — i/^ =: ^^ , also 
u^ = ^ — p^ folgt. Dieses giebt 

:r, = — ^ — p^ und 

. ^. = + V"— ;^.; 

Welches bdcannt ist 

II. £s sei die Gleichung vom dfHK ^ n Grade 

s^ +p^x+p^ — 
gegeben; Die Wurzeln dieser Gleichung werden 3 — 1 = 2 Glieder haben 
und von folgender Form sein : 

x^^P^ l*+p. . l* = ii,*.l^ + w.*.l* 
-r. = P, 1*+P . l* = u,^.l^-l-w/. 1* 

A. Die Gleichung vom dritten Grade ist in dem ersten Falle (§. 8.); denn^ 
wie man sieht, sind in den Ausdrücken von x^, o?^, x^ die Gröfsen v^ und r^, 
oder m/ und u^ auf jede mögliche Weise mit den Wurzeln von 1 verbunden. 

Substituirt man cKe Ausdrücke v^n a?, , a-, , rr, in diejenigen der Coefficien- 
ten der gegebenen Gleichung , nemlich in 

I. 14 




IM 
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+ ^^ = j!,ir, + <r,ic, + Jt.afs, und 

— p^ =s US J?j X^t 

io findet man, nachdem redudrt worden, 
P, = — 3»*, 0, 
/>, = — (•'i*+*'b*)» o^cf 
jp/= — 27 m, u, 
P, = — («i+«,)- 



Dieses gid>t 

P 
also 
Daraus folgt 



= u* -I- 2u, u, + «/ und iV /'/=■" 4", ".I 



— P>-*-V (p' + TJ Pt) = 2«. und 

-P^ -<{p' + Ä /»/) = 2w,. 

Die Grüßen u, uud u, haben, wie man sieht, in der That die Fonn der 
Wureeln einer Gleichung vom zweiten Grade; dem (§. 6.) gemäls. 

Sufastituirt man die Werlhe von u^, u, in die obigen Ausdrücke von x,, x^, 
ae^ , so findet man 

^. = * V[|- \p.+ >r (W + h pÄ + i*/|[-i;'.-/(i;'/,+ Ä/'.')! 

Dieses ist die Cardanische Regel. 

R Wenn man statt der Coefficienten der gegebenen Gleichung, z.B. 
die Summe beliebiger Potenzen ihrer Wurzeln berechnen will, so 
findet man nach der nÖthigen Reduction: 
iP, + ae^ + *» =0 

a;/ + a;,* + a;,' = 3 (»>,* + p/) = 3 (u, -♦• u^. . » 

Nun ist die Summe der Quadrate^ der Wurzelir, vi«~b4jQDt^: ^eidi 
— 2/),, tmd die Summe ihrer Würfel gleich — 3»^ 
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/>, = — 3W,*U*, 
/Ig = — («, + u,); wie oben. 
C. Wollte man auf die Gleichungen vom dritten Grade das Yerfaluen (Zvei' 
ter Fall §. 8.) anwenden, so müfste man 

a?, = «, + Äx,, 
a;, = fa, + *i» 
iE,= — (i+l)(z,+«,) 
setzen. In diesen Ausdrucken lassen sich z, und z, nach Belieben unter einander 
vertauschen , ohne dafs man ans den Ausdrücken herauskommt. Sie geben 
;,, = — (Ä' + i + 1) (z/ + 2,«> — (A* + 4 A + 1) z. z, und 
;,, = (Ä + 1) [ft(z,' + z/) + (A' + i + *.«,(*.+ «^]. 
Betrachtet man die beiden unbekannten Grüfsen z, und £, als die Wurzeln 
einer Gleichung vom zweiten Grade, so muls man k einen solchen Werth ee- 
ben, dafs die Glieder, welche £, +2, enthalten, verschwinden; denn weil z -l-z 
multiplidrt mit — (& + 1), einer von den Werthen von as selbst ist. so würde 
man, wenn man einen andern Werth von Ar annähme, hei der Berechnung der 
Coeffidenten der auflosenden Gleichung vom zweiten Grade, auf eine Gleidiune 
vom dritten Grade stofsen. Man mufs also 

Ä' + Ä + 1 = 
setzen. Dieses giebt nach der nöthigen Reduction wieder die Cardanische Regel. 
III. Es sei die Gleichung vom vierten Grade 

jt* +p^' + p^-o! + p^^: 
gegeben. 

A. Die Wurzeln dieser Gleichung werden 4—1=3 Glieder haben. Sie 
werden von der Form 



: /— i ist, von der Form 







*i 


^f. 


1*+». 


i* + '.i^ 






*■ 


="> 


1*+.. 


i'+o. 1* 






*. 


=;_ 


„i'+^, 


,i*+".r 






a?. 


=», 


+p 


. +'"> 


;in, oder weil l' 


= T 


V- 


-1, 


1»=- 


1 und i* = =i 




*t ' 


=+/- 


-1.9,- 


-r.-/--l 
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B. Die Gleichung vom vierten Grade iit -in dem Falle 11 (§. 6.). Denn 
die Gröfsen c,, c,, c,, sind nicht symmetrisch mit den vierten Wurzeki von 1 
verbunden, indem diese Woraeln zweiten Wurzeln von 1 gleich sind. Um 
daher symmetrische Ausdrücke der Wurzeln zu bekommen, setze niait ' 

*. = *!+«, + Äz, 

iF, = ■ I, + Ax, + z, 

ar^= — (i+2)(z, + z, + t^). 
In diesen Ausdrücken lassen sich z,, z, und z, nach Belieben verwechseln, 
ohne aus den Ausdrücken herauszugehoi. 

Setzt man die Ausdrücke ip diejenigen der G>eiBcienten der gegebenen 
Gleichung, neralich in 

+ p,=ia;, a;, + ar, a:, + a;^ a;^ + ar^ ai^ 4.-1-^3;, + *, a:, 
— p^=sx^ Sg a?, + a;, ar, ar^ + a:, x^ a;, + a;, «, a?^ 
H-yj^ ^ ar, a;, a;, x,, 
90 findet man 

/'.=—[(*+ 0' + 2j [2/ + 2/+«/2 

— (i 4- I)|ä -Hl + 4J [z, z, +«,«,+ «, z J , 

p^= 2CA+ l)*(z,'+z/ + z,') 

+(Ä+l)[^(fc+l)*+2(Ä+l)-t-4j[z/z,+£/z,+«,\+z,X+z/z,+z,*zJ 

+2[(i+I)'+ 3(Ä+l)' + 4]z,z,z., 
p^ =— (i + 2) A: [z,* + z/ + z/] 

— (i + 2) (A -Hl)' jz/z.-hz.'Zj+z.'z, + z,'z, + «,'«,+*/ ij 

— (Ä + 2)(A+ 0((i+ 1)'— (A+ 1) +'*)(*.'«.«,+«/«.*, +V*.'J 

— 2^(Ä+ 1)' — A) [z.'z/ + z,'z,'+z,"z/], 

wo man den Cocfiicienten k nach Gefallen annehmen kann. 
Setzt man A + 1 = oder 

■0 reduciren sich die Werthe von /»,, /r, und /», «uf 
/7, = — 2 (z/ + z/ +z,'} 

Pj, :=+ 8z, Z, «, . ^ 

17. = z* + n* + z,* — 2(«/z/ + </^g 
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und die Ausdrucke von x,, x^, ar, , x^ auf 

a?, = + z, + «, — t^ 

^. — + ',. — *, + «, 

ar, = — z, + z^ 4- Xj 

a;, = — z, — ■*, — *3- 
Daraus lassen sich z,, s, und z, finden. Denn die obigen. Ausdrücke von 
/7,» /?, und />, geben jetzt 

Jp.=-('.' + ».' + 

—n/', = — ».'*.'»■' "'"' 

ä (??.' - ;>.) = ',' '.' + ',' '■' + \' '.'. 

und &', s,* und z,' lassen sich als die drei Wurzeln der Gleichung vom drit- 
ten Grade 

(*')* + i;>, (*')■ + KzP.' -/»») (*')* - Ä;?/ = 

betrachten. 

Diese Auflösung der Gleichungen vom vierten Grade konunt, wie man sieht, 
mit der Eulerschen überein. 

C Wollte man die Ausdrücke (^von x^, x^, x, und x^ beibehalten, so 
Wurde 

;,, = — 2(p/+2p,r.) 
/'s = ~ ^•'i ("i* + ''»*) 

Pt = — ("i' ~ *'.)' + •'/(V*~^*'i*'i) 

sein. 

Die unbekannten Grölsen r^, f>^, <>, kommen in diesen Ausdrücken nicht 
symmetrisch vor. Aber wenn man daraus durch Elimination c, nimmt, so findet 
man genau die nemüche Gleichung vom dritten Grade, welche oben z' gab. 
In der Tbat kommen die Grölsen z, und z, in den Ausdrücken von x^, x^, x^ 
und x^ {A und B) gleichförmig vor. 

Man könnte auch beliebige andere symmetrisdie Functionen der "Wurzeln 
der gegebenen Gleichung, r, B. die Summen ihrer Potenzen berechnen. Aber 
das Resultat wüide nothwendig das oemlicbe sein. 

IV. Es sei die Gleichung vom fünften &ade 



A. Die Wurzeln dieser Gleichung werden fi ^ 1 ss 4 Glieder haben. Sie 

Verden von der Form 
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^1 


= C 


li 


+ Q^ 


l* + P. 


l^ + r. 


1* 


^. 


= Q 


1? 


+ ^, 


1* + p. 


l* + r^ 


1* 


X 

3 


^^^ P 


1^ 


+ P. 


1* + ". 


!♦ + .. 


it 


^4 


= r 


1* 


+ P. 


1* + ., 


l* + r^ 


li 


^. 


= Tj 




+ P, 


^^ 


+ *-* 


sein. 



JB. Die Gleichungen vom fünften Grade sind in dem Falle ü. (§. 8.). Die 
Gröfsen c?,, ^,, i',, ^^ sind mit den fünften Wurzeln von 1 nicht symmetrisch 
verbunden. Man mufs also, um symmetrische Ausdrücke zu bekommen, 



a?3 = + X, +^x^ + Xj + z^ 

o:^ = Hh Äx, + ^«+^8+^4 



a?j = — (^+3) (x, + X, + Xj + x^) setzen. 

C. Wenn man diese Ausdrücke in diejenigen der Coeflicienten der^ gege« 
benen Gleichung setzt, so findet man noth wendig Ausdrücke , die nach x sym* 
metrisch sind. 

Wir wollen der iKürze wegen die Summe von Grofsen, wie ;ß/, x/ etc. 

durch s^ X, die Summe von Gröfsen wie x/. x,, x/. x, ^t***3 • 

durch «s^x u. s. w. bezeichnen, so dafs die CoefEdenten der gegebenen 
Gleichung 

+ /'. = ^«, t^ 

sind, so findet man, nach den nöthigen Reductionen, 
p,=:— ( Ä*+ 3Ä: + 6)5^ 

— ( ä'H- 8ä +11)5.,»« 
;)^ = + (3Äc*4- 9Ä + 8)5,« 

+ ( fr* 4- 8ÄC* + 26Ä + 26) 5«, t « 
+ 2( Ä' + 9Ä* + 24Ä 4- 26) 5,, ,, . « 
p^ = -^ 3( Ä* + 3Ä + 1) 5«« 

— (2ifc'4-13At* + 28Ar +17)5,,,« 

— (Jfc*+ 9ifc' + 38Ä«+73Ät +69)5,,,,,« 

— (4** + 20Ä* + 38Ar +28)5,,,« 

— (3Ä* + 24ifc' + 66Ä' + 144*+123)j^,,„;,», 
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+ (Ä+3)(A' + 3Ä+l)*«,,i 

+ (ä + 3)(A' + 4A, + 9ä + 6)ä,,,,.« 

.+ (A + 3)(3** + 4A + 3)j,,,jL 

+ 2(A: + 3) OP + 3A' + 6A + 5) »,, ,. ,z 

+ (A + 3)(Ä* + 3A' + 12*'+ 23A + 2O5;,,,,,,*. 
Nachdem man der villküriichen Gröfse k irgend einen Werth gegeben hat, 
VÜrde man aus diesen vier Gleichungen die Coeffidenten der auflösenden Glei- 
chung in JE entwidteb müssen. Aber diese Entwickelmig fuhrt auf Gleichungen 
TOD höheren Graden als den der gegebenen. 

D. Aus den Ausdniden (B) lassen sich'auch leicht die Ausdrücke der Sum- 
men der Potenzen von z, , t^, z, , z, linden ; aber die Anwendung derselben auf 
die auflöseode Gleichnng hat die nendichen Schwierigkeiten. 

£. Setzt man die ersten Ausdrücke der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
(j4) in die Coefficienten dieser Gleichung, so findet man: 
/», = — 5 (p, <',+«',<',) 
p^ := — 6 {t>* p, + t>* p, + r,' p^ + p' p^) 
p^= — 5 (p' r, + f,* p, + p,' pj + p' pj) 

— 5pfP, p, P, 

p^—— (p/ + »*/ + p/ + p/) 

-4- ß(p,' Pj P, + p,' p, P, + p,' Pj P, + P^' p, p,) 

— 5 (p,' f,* p^ + P* p' P, + Pg' P,' p, + p,* p' p, ). 

F. Diese Ausdrücke lassen sich audi in folgende verwandeln; 

/?, = — 6(p/ p, + p/ p, + pg' p, •♦• 9' pj 
/»» — \p' = — fiC«»,' P, + p,' p, + p,* p, + p/ Cg + 3p, p, p, pJ 
/?, — \pj>, — — (p/ + «",* + »'s* + <•»*) 

— 10(p/ p,* p, + p' p' p, + p' p' p, + p,' p' p,) 

G. "Wir woHen Dodi Se Ausdrüdke der zweitai, dritten, vierten und funf- 
len Potenzen der Wuixeln der- gegebenen Gleichung hersetzen, deren Wer- 
the man durch die Coeflidenten p,, p^, />« und p, berechnen kann. Sie sind 
folgende: 
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s^a:= 15 (.'.* P, + P/ p, + P,* p^ + p/ 0,) 

.v^:r= 20 (p>. +«','^ + «','^ + i'/p,) 
+ 30(P,%,« + P.«P/) . 

+ 120 «', P, P, J', ' ^ 

5. a;= 5(p/ + «',* + «'3* + P,5) 

+ 100(p/ P, p, + p,' P, P, + P,' p, p, •♦■ *>,' P, p.) 
+ 150 (p/ P/ p, + P/ P3' P. + P3* p/ P, + P.« p/ P,X 
H. Zufolge (§. 6.) müssen die Gröfsen p,, p,, p, und p^ nothwendig die 
Form der Wurzeln einer Gleichung vom vierten Grade haben. TSlaia kann sol- 
ches für den gegenwÜrligen Fall, mit Hülfe der Ausdrücke {-^), noch besonders 
nachweisen. 

In diesen Ausdrücken können die Gröfsen p, , p^ and p, , p, (nicht p, , p^ 
und r, , p^ ) beliebig verwechselt werden, ohne dafs man aus den Ausdrüdcen der 
fünf Wurzeln a:, , ar, , a?^ , a:^ , a:, herauskäme. Also können p, , p^ und p, , p, 
als die Wurzeln zweier Gleichungen vom zweiten Grade, die zugleich Statt 
fnidcn, betrachtet werden. Folglich werden p,, p,, p,, p^ die W"urzeln des 
Products dieser beiden Gleichungen, also die Wurzeln einer Gleichung von 
der Form 

(^« + ytp + B) (p' + Cp + D) = 
sein, wo 

^ = — («"i + o 

5 = -I- p, p, 

c=— (p, +pj 

!>=:+ P P ^ 

ist. 

Aber die Gleichung (v' + Ap + B) (p* + Cp + D) = ist so viel als 
p* + (A+C) p' + (B + D + AC) P* + (AD+ BC) P + BD = 0, 
und man findet, wenn man die CoefBcienten dieser Gleichung durch K, L, 
M, iV bezeichnet, und die obigen Ausdrücke von A, B, C,'D substituirt, 

K" = — (p, + p, + p, + P^) 

L = + (p^ p, + p^ r, + P, p^ + P, r^ + r. p^ + p, p^ 
J»f = — (P, p, p, + p, p, p^ + p^ p, p^ + P, p^ pj 

^ =; + ". ". »'s "4» 
woraus folgt, däfs die CoefBcienten der Gleichung (p*+^p+J3)(p*+Cp+J5)=0 

genau die nemlichen symmetrischen Functionen sind, wie die Coeflicienten einer 

Glei- 
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GldthuDg vom vierten Grade» deren Wurzeln p^ , ^a» ^i» p^twarcn^ ^ Also "sind 
die vier Grüfsen p^^ v^, ^3 »'•4 iiiöthwendig die Wurzeln einer- Gicidiung vom 
vierten Grade, obgleich sich in den allgeaieuicn Ausdrucket :dep Wonieln der 
gegebenen Glfekkung nur p^ » p^ und v^ , p^ vemrethsdh las^n. • : ^ * ' i 

F. Bs kommt darauf an» di^ vier Grofsen '«"f t'^.» p^j p^'.oder ^-^.^'ßJyS^^* z^iza 
finden. Sie müssen aus den dbigen Ausdnkkeii (Q !>,• JE^ jP.oder .6)> entwickelt 
werden. Will man die Elimination vermeiden» so kann man die 
der aufKisenden Gleidiung . ' ir 
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mit Ilülfe der reciproken Ausdrucke von c^» p^ -etc. durch j?^, ^^ etc. suchen. 
IKese Coefficienlen werden aus symmetrischen Functionen der Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung- j;,^ ac^ etc. zusammengesetzt sein. ^Sie vrerden tiso Fuctionen 
der bdsannten Goeffidenten der gegebenen Gleichung sein. Man stöfiil aber bei 
dieser Redmung auf Gleichungen vom je oh sie n Grade, welche sidi nodi weni- 
ger als die Vom fünfte^ Grade auflosen lassen. (Man sehe Lagrange tmüd 
de la resohUwn des .dquatioFis num/riques, Note XIIL Nr. 33* u. 38. ) 

...:..•'-.. -.^ .- 10. : :. ...■•.■.■ 

. i Wii* woUen die Anwendung des allgemeinen Ausdrücke der Wurzeln alge- 
braisqher)Gleichunqgeta: nidit.w«ftdr auf Gleii^ngen vom sechsten und^vön hö* 
heren' Graden fortsetzen. Der Gang der Rechnung würde, immer der.neiidiche 
sein» aber nudh die ScMkierigkeilen «terfintwickelungideriintegrirenden Theile 
der Wurzeln würde bleiben und immerfort zunehmen. 

Auch wi(dlen wir nichl nme Veitsuche* machen »i< diese Sohwien^keken zu 
hcben»^'WcU unser Zweck nicht. die Auflösung: der Gleichungeiü sdbst-war^ sott- 
dem nur eint Untersuchung' der« allgemeinen F o rm -der Wurzeini . . 

^ Wir woileo mit einigen BdmeiiLuogeu etc über die MügUdbikett der Auflo- 
sung algebraischer Gleichungen überhaupt» sddiefsen. 

11. ' 
Bekanntlich haben die Analysten Beweise der Unmöglichkeit der Auflösung 
der Gleichungen gegeben» deren Grad den vierten übersteigt. (Man sehe unter 
andern die Abhandlungen von Ruffini.) In derThat findet man dafs <fie Goeffi- 
cienten der auflösenden Gleichung» welche für eine gegebene Gleichung vom n^^ 
Grade» vom a—l<«» Grade ist, von Gleichungen des (n— 2) (n— 3) . . . . . . !••* 

I. 16 
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Grades. abhängen y '( man sehe Lagrange am angefiUirMi'Ofte), unddas Pro*^ 
duct. (ii*^ 2) (n^-t- 3) .... ..; \f ist immer grofser §ls ü, wenn n grufeer als 4> 

ist. Allein Mer ist Folgendes zu bemerken: < 

Die Coeflicienten der wirUichenanflos^nden Gleichung* können keine anderen: 
ada rationale und einzige Werth^ haben ^ ^weil. die Coeflicienten einer Gleichung 
, immer/feeU^bnd ntionäle^ Fuhctioneft der V^uns^n sindw Wenn aber" die Glei^ 
chungen;niReIl:heidie Coefficienten der auflosenden ^GlochnUg va Wuseln haben/ 
mehrere Werthe für diese Coefficienten geben, so mufs nodywendigicKe*wa&ve*a«& 
lösende Gleichung , welche man die allgemeineHiennM kontatey dasProduct 
aller jener auflösenden Gleichungen ^ sein^, die j ehe verscfciedenen Wurzeln zu 
Coeflicienten haben. Die Glelehmigen vetn vieiten €rrade geben ein Beispiel. 
Obgleich ihre Wurzeln nur aus drei integrirenden Theilen eusammengesetzt sind^ 
ist dennoch ihre auflosende Gleichung nicht vom dritten, sondern vom s^cfh«" 
sten Grade. Welches nun aber auch der Grad der allgemeinen aüfl&tendett 
Gleicfann^ sein mag, .nie kamt diese Gleichung mehr als. n^ i tob 'cinandbr* 
verscbiedene Wurzeln habeh, w^il mnr<iiL-^l integrireiidie TheiieidtfrWof^* 
zeln Jet gegebenen Gleichung^ enstireti^ nndiidie avfKMnde^' Gleichung 'biniig und» 
allem von der. gegebenen Gleichung äbhäiigh Die-'äll^eniiine^aufldseiide Glei-; 
chung muls also g Lei erhe Wurzln habem Nun ^ aber v^nn man ^allezeit die 
gleichen Wurzeln einer Gleichung von einem beliebigen Grade finden. Also 
kann^ man di^/e* gleichen Wuroeki < der lallgemeinen auflösenden Gleichung aus 
derselben absoddein^ und/dieiälettJhmg^weidie'Tibrig'b^^ 
dig vom 9»^^ ItenGrade seins:iiiid<lie/ii!-f-'l einteerenden Thfeite der Wur- 
zeln der gegebenen Gleiclumg zu Wvrzefai habend w^lfche Gieichtuig sich als- 
dann auflösen läfst i . .! . ;'M .'.•.:' . .V : : • ' 

Vielleicht gebingt man zu einem solchen Residtat^ wenn* iloan (einfacher 
Weise »^^2 Gcofsen zwischto den jSf-*- IGleichunge«/ die»>nm^e^ den n-^l' 
integrirenden Theilen der Wurzefn der gegebenen Gleichung Stall finded, eKitii^ 
nirt, und gehörig die Factoren, welcbe die EliniiiiMiofi herbeilFiihren lann, 
wegschafft; zum Beispiel, wenn mm in dem Falle nmi Gleitbculgen des filnf^ 
ten Grades, drei von den vier Gröfsen i^^, r^, v^^ p^ oder u y u ^ u ^ u zwi- 
schen den vier Gleichungen (ß. IV. JF.) au eliraiajiren sucht : 

Gelingt aber wirklich keife A,|u£lösung von Gl^^hungen von höheren Gra- 
deo, oder l^Tst sich die Unmöglichkeit einer solchen Auflösung a priori beweisen^ 
so imufs manjiuf dieselbe freilich auf die&em Wege verzichten. Aber auch 
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selbst dann darf man nodi J^i^esweges an der Auflösung der Gleichungen von 
höheren Graden überhaupt verzweifeln ; denn man ist alsdann noch von nichts 
Weiter fiberzeugt worden, al^äfs der Ausdruck der Wurzeln von höheren Glei- 
chungen, als denen des vi^erten Grades, durch Wurzelgröfsen unmöglich 
sei, Leinesweges überhaupt. Im AUgemätien heifst eine Gleichung auflö- 
se n^ ofibnbiif ■tcbtfcanderesyalseiiidli/tHctilu^iilrficie dirWttrz^lm'ilurch 
beK^bi^e Fuiicti^netnairgiebeo^ideTeh Eigen Schaft« n<uil(i(lcf^etze 
man kennte und es ist keinesw^ges wimögK^b,^ dafs* dat]gieidien Fuii^ 
«dstireo, ^d da£s man sie nicht sollte finden -köniieii.' • . i ^ < ; 

< > Im'OegenthiilmosacnsokdieFunctioneilnothwendig ed^clta-; ^^üdie 
Wurzeln einer GleidiiJBig unter allen Umständen wirklichFunctioHeuthrerCoef- 
ftoenten sind, und -es nur diarauf ankommt; sie* au ^suchen. Die Gleichüi^gen 
irom «kitten und vierten Grade €küten:»$diatar^ an^* dab Worzelgt^seik ki^Aeswe- 
^s lAaUeibJFäilBn geeignet sihd^ sÜe WinlzelB algebrafecher <SfkfidMM^tt' bü^zu« 
^rikkeo^/dcDn in>dem'FaUev^^elohen iman'den Jrlredtf^^ 
die^VR^unelgrofKn nur jla<^*blba «bis Jfäd denWunKÜni^ieht itiiefkrtib^^ wktii. 
Man '. iDOBuht m di«Mm Falk . iMlkanalfic& auf > lrigbnS(i*ieUrisch^ i^ubttiotoiA. Es 
sei ZV B. dife GfeichuDgvinn dntte» Grade ') t;:> lf:>-*^: ' r» < >! ,^ 

gisgebeni^'SOidar£maB:h)ur ' I-t..! ♦.= :-. 

seszen. Dieses giebt 

r Qos cp +PaT cos CD + ,,»•= p pdei: 

..> . : . ♦*, ;: .»11 / ./4 ci0i^^'-+'''«^«OSCf)'+>^4*=='^-' '■" "' '^- ' ' '* * ^^* " '' " 

Nun ist 

. : ^. » '^' -,'•:■•■■•' ::'^'eOS'3^yö'4'<«W V-^^^^ÖS^^^- '^ ' 

Setzt .Itian* fl^ t •• > •. n*t,iiir »>/ ,♦•."■••,.■.■..'./.': «m«., ,":'f'. •:••;; ;•'■. 

,n ,:.;;/ -»:• i'^^'/*i^/5^Ä^JiL 3-*i^er 'y i:^^V^i*^^'&^^ ''^'- •'-"••''-'^ -^ • 

so findet .man. , , . ' . 
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' ..>■ . i' .•••COS 3ff^_. +,T^«=0 pd^r.. ;.;;•, .... .;,,:,-// :... 



COS 3 9 =;= V = o / ^ — • 

Daraus kann man cos 9 berechnen, und weil: i , ' 

cos 39 = cos (3gidt2jti^^SJC0s (3g) + 4^*), 
so findet man 

15* 
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.r, == 2cos (9. + §«:)/- ^, 
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Diese Ausdrücke geben die drei Wunidn der- gegebenm Gkichung in 
allen Eallen^ wenn man nintnögliohe Bogen süHüUeinimmt Die Wur* 
zeki.derrQlQichungen.x'om vierten Gvade beziehen sich auf die Tom diiiten. 

Auch die trigonometrischen. Functionen reichen zwar för fi]d<^ngen Tom 
fünftjen uod höheren Graden nidtt. zu; : dehn weihe man z. B; fiir den {finften 
Grad o; x^y. cos 9 ^Uen^ -.so würde man mur zwei willkürliche Grofsen jr und 
g) haben, :vrähr0nd die au&ulösende Gleichung deren n — 1 s=: 4 hat, namlicji 
vier verichied^e Goefficienten.. .Aber die trigonometrischen Functionen sind 
auch. im. Giwide Äpdi nichts^ andenes ak Wurzelgroikeii, unter einer ahderen Forai^ 
Potenzen,, Ji^^ritfamen und; trigonometrische Functioden kommen von i^er 
und ^TuS^n Art; von .GroTsen; her und Mid afanfiehen Gesetzen imtenrorftfe. : 

Di^ Avil^v^' ^r • ^'^^^^''^^^ ho&erer 4 Grade erfordert slso FmctioBen 
mit mehreren willkürlichen Gr&fsen. •> Ftmcftionen* diesw Art jind iqt 
der That noch wenig untersucht, aber ohne Zweifel existiren dergleichen. Fac* 
toriellcn mit beliebigen Exponenten und ellyptiscfae Functionen, die 
sich die einen auf die anderen bezieben, sind Beispiele davon. Vielleicht gelingt 
die allgemeine Auflösung der algebraischen Gleichungen, wenn man Functionen 
von höheren Graden aül die Potenzen, welch¥ man Functionen vom zwei^ 
ten Grade nennen könnte,., naher untersucht haben wj|d. Alle endlichen Func- 
tionen der Analysis reduciren sich im Grunde bis jetzt auf die Potenzen. 

Uebrigens würde ein Beweis, der Unmoglidbkeit der Auflösung höherer alge- 
braischer Gleichungen durch Wurzelgröfsen , wenn ein solcher gelänge , keines^ 
weges den Resukaten der obigiein Untersuchungen über £e Form der Wurzeln, 
deren Allgemeinheit behauptet wurde, widersprechen. Denn wir gingen bei 
diesen Untersuchungen von der Voran ssetfung aus, dafs sich die Vielfach- 
heit der Wurzeln einer Gleichung durch Wurzelgröfsen ausdrücken lasse. Fin- 
det diese Voraussetzung in diesem oder jenem Falle nicht Statt, so fallen auch 
die £nt Wickelungen weg, welche darauf gegründet sind. Aber sie gelten, so 
lange die Voraussetzung Statt findet. . .^ ♦ 
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Bemerkungen über die Abliaixdliing Nr. 4^ Seite 37. 

im ersten, ßeft, dj^^ 

JL/er Zweck der Abhandlung ist, die Wirkung einer Kraft auf drei gegebene 
Punde zu finden. Die Resultate des Verfassers sind vollkommen richtig, so 
lange die drei Puncte nicht in einer und i|erselben geraden Linie liegen; sonst 
aber nicht 

Die drei Gleichungen nemlich, ^us welchen die drei onbeksqrinten Grofsen 
Q, V > Q'' gefunden werden, sind 



> • < . i 



l ^ a sm a =K '— \g'c sm ( a 
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Dieselben finden für beliebige Werthe von P, a, A, f und a ünRä/? Statt. Ält 
gemein geben sie, wie auch.d^r yerfa^er .findet, _ ,v 

^ T-Q^ sin (a •+• j8) . -rJ 

fQ SU II nT n. 'I iir>M I „3 k(\i1\ , P - . *• .. ■ i ■ i 

—Q>L^^p-- ■■■■■■-■ ■■■■■■:-■■■ 

WO 

r SS aÄ sm S + öc irfi /ff — ^cr'sm (a +'/9). r 
Aber die Gleichung^ hor^n auf )>estimmt zu sein, soba^ der^ Ausdruck einer 
oder der anderen von den Grcifsen Q, Q', Qf* die Gestah { bekommt, welches 
wie leicht zu sehen, für 

aÄJ8t=18Ö* ' •' ' 

geschi^iht. > In diesehi Falle liitifs rfiün auf dieGtüha-lGleidiiiii'gen <i)'zü^ 
rückgehen. Dieselben geben alsJann , •• ■ . .<.,... 

Q'b sin 180' == + Q"c ski 180" 
Qa sin ISO* = — Q"c sin 360°. 
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Die beiden letzteren Gleichungen sind aber identisch, weil 

sin 180° = sin 360^ = ist. 
Also findet in dem Fall :, • 

n u r e 1 n e Gleichung , m - i 

Statt y und folglich lassen sich alsdann litis äetoi von dem Verfasser aufgestellten 
Gleichungen die Wertlie von Qy ^, ^' nicht finden. 

, N. IL Abel gl 

**. ' !^^-' ':;:/i -r • v- j;:;;,: ./ •-;, ,t. ;.'n' ;•;... I ' , i ... x )vV. A i»\ 1 
;:• -!• I. • r: T— r .' „•'.' vi-;!'. ■■'] -.:■• • . -•• ,. ..1„,;' 
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f->. *'' 'V*-*'i;f'''"l'^*' ^'^/ ;'*••> 0'>iijj;'^^'^ »Vi i'*;i»^x;^ U'--^S*- Wi^*;.'' -iU x 
Dals der Druck, welchen eine Kraft jP,.z..B. em Gewicht P (T^f, ^. l^ig. lA 

welches auf eine gerade, unbiegsam^J^nie^^jBCmn drei beliebigen Puiic- 

ten derselben^ A, B\ C hervodbrinKt.^in deti emziwien Fiincten keine bestinimte 

Grofse hat, sondern uneadUch yei^chj^qenjaii kann : o^von kann' man sich, wie 

£s sei 

AP r^jd':"n'p ii i\' 'cp^ 'd ■ ■•■ ■ •■" ■ ■" '^ ^ ■ ■•' '"'•'■■• 

Die Linie AB C sei erst in*}ti tfndX a Uti n u n teit iu tttr , stx wird 

c 



\ der Punct A mit einer KrtiftO -»= jP . r- 

1. I ^ -.~3^^-. . ,>, 

der Punct C mit einer Knftrij^i^ jss P. . — 



•t-c 
a 



•c 

gedrückt Die Linie sei femer in A und JB allein unterstützt, so wird 

A 

f , der Pünct jB mit einer Kraft Q^ = P . ^ 

^un stelle man sich vor, in der ecstfio VoEaussetzung (l.) fange in B eine 
Kraft. Q' .«^qkfpckt ;Yp»,upV>i^j^;o^a?^!iriÄ?ii,aiq,y».,^ für das!Qkichn 
gewicht, was auch Q* sein mag, ,, , .- . ; . ;, , , , ., . , 



SCHI. 



Aufserdem ist immer , 
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Es kann also, ^eciti Qß Ät Null ist; nkbt ineKr, wie in ( i.), Q =^^ -— 



c 



und Ö^'erjP.H^.-r^srfn^ ^>i9$m derGI^fchuiig (3.) nebst(4;)'|üing^ Vielmehr,/ 



c 

wenn 



i man (^ williürlicli anmmmt; «Ji^ beiden anderen Kra^e ö und O'" ab. ' 
Man findet, wenn man in (^^>-- .0 - Ö'' statt Q" und J* -- Ö'- Q" 



statt Q setz^ 

Qa = Q'b+ (P'^ Q ^^ t; Vmd 

woraus 

5. o =£f^tJJliiziiL)„„'d^' 



< ■•. I I 



; I . - • - ■ r 



6. Q^^ = -P^-e(^ + *)'- 



folgt. '\ 

Die Kräfte Q^ 'QfjQf^ hangen also von einander ä , 'habeiHaber leine ein-' 
zelnen ^estimn^tep^Warlliej 'sojt|dem. zwei werden ^efuqden^ wenn man 4ip f^*^, 
willkürlich annimmt. Es giebf flur die zwei bestimmten Gleichungen (3.) imd 
(4.); ätfs^efchen sich dfe drei CrÖfseii ^, <^, <?'' riiAt tiiihedinglfihden lassen.' 

Die kräfte ^, Q* und Qf^ sind ötricehs zwisihetl ^renzfeii ^eiiigeschlos^eft/ 



nemlith 



;•.»!* 



7* U zwischen den Grenzen und — 



8. U zwischen den Grenzen und r» 

9. 0'' zwischen den (af cnzen und p,; ' 

denn dac> i: saisl z» B. Q.9m grSfsest^» weim dk Linie ^i2C hWin A 
und C untcrjjlutzt wii^d , oder W^nn tj^ ^ Ö und X^^ = "^ . Alsdann ist 

Q = (1.). Es ist am kleinsten, wenn die Linien ABC Mm in A und B 

Ph 

unterstützt wird, oder wenn Q' =s ■ , (2.) und Q'' ^ o ; welches zugleich die 

Grenzet) für die beidep^ soid^m Kräfte pebt . / 

Auch auf folgende Weise k^nn man sich noch sinnlicher )übev:^ug;en9dars 
es sich, wie eben gesagt, verhält. Man stelle sich vor, an der geraden uql^gsa- 



120 Alf€l imdCrelle Bfimu-kungen über.dia Abk. \/V#%\4«^ An.t« Utfu 

men Linie ABC (Fig. 2., Taf4 24:bt)lg«emGteMrkht.P» und in den Entfernun- 
gen u4jP =ija^,JBP r=r kf.ßP TT. ^. W^ Aufliäng^punc^ ^r)ep ^ieil^^ befiß^ti^el» 
die'tiber Rollen gingen, an deren anderen Ende Schalen befestiget wären, um Ge- 
wichte Q, jQ^ (><^<braiif 2ü.}c^^ DirRin^iii^dio^ 

das Gewicht der Schalen wird natürliclv h^i Seite gesetzt AXsdaijin ist es klar, 
dafs das Ganze im Gleictigewicht. sein. wird, wenn . 

11. Qa^Q^bfk^Q'U. ,, _ 

Es wird also z. B. eben sowohl .ein Glcu:hg9wkht.S(a(tiuiiileD» wenn Q' = 0, und 
folglich blos ^ 

Q + Q'' = P und Qa = Q'V, 

also Q = ■ , (>" = , oder wenn Q'' = und folglich 

Q + Q'^PxMQa=Q'b. 

Ph Pa 

mithin Q?= — — r, .0'= — — r ist; oder auch,^ W^il O' ifgcnd ein. ande- 

res Gewicht iit, welclici' zwisAcn Ö %ntf '^—-^^^^f^ ' Man wird die Ge- 

wIchte theilw^ise aus dc^r einen .^Vagjschal^ wegnehmen und, in die andere legen, 
können, wenn nian sie;QU]r so vertheilt, cUfs die Gj^ichungjsn Q^.j|nd li.) Statt 
finden. Die Gewichte Q, Q' und Q" haben also keine einzelne be^tiinmte 
Gröfse, sondern können .sein, w^s man wiU, in sofe^ sie nur zwischen den obi- 
gen Grenzen (7. S^Ö.^ bleibeWj und gegeii eiiiaridef in demjenigen Verhältnisse 
stehen, welches die beiden Gleichungen (IQ. und 11.) oder (4vUnd 3.) bestimmen. 

Die Beantwortung der Frage, wie grofs die Drucke sind, die ein Gewicht 
P (Fig. 1. Taf. 2.), das auf eine unbiegsame gerade Linie >^i;kt, auf drei Unter- 
stützungspuncte A^ jB, dierrt^rbringt, ist also folgende: 

Ihe GnSße iler JOtuche' ist Xipisclufntlen Grenzen (7i d>. 9.) einßeschhs' 
sen, und wemi Yriän die.Gfoße. tliss.einfn Drupkes, t..B. tb'e Griifse poii lQ\ 
wiühürlich ang&nommcn hat , so wenled die beiden anderen durch die Glei- 
chungen ($. und 6^)\besimimt* r. : . ,.' ■ '- ■ ■ ' 



1 1 



Es wäre nun zuförderst die Frage, ob'die Werthe von (),(?'> ö"» welche 
im ersten Hefte (S. 37.) gefunden wurden, ttnter den terschiedenen Grofsen, 
welche Q, Q' , Q^' haben kÖnnien , mit begrifTen sind. 

Man setze 



12. 



k 
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t 12. ^aHma, css/iOj 

5o auid £o Grenzen (7.8.9^) 

13. furß gleichP.j-^undP.^^ (7.) 

14. för (y gleich undP.j-—^ (8,) 

15. för Q" gleich P . j~^ und Wf 
desgleichen «tnd die (Sdle 37.) gefundenen Aosdrudce von Q, QftQf* folgende: 

*" 2inn + mH-n 

17. Q'=P.5 " _^ , 

18. ß'' = P.- /" ^ . 

Sind nun ( 16. 17. 18.) zwischen den Grenzen ( 13. 14.' 16.) eingcfscfalossen, 
so müssen die Differenzen 



I 



* • 



l+7> /2/wi-t-m+j? 2¥nn+m'^n , ' l+m* 

jpi_^^,__2 — und/», -i-i-- —p. » 



2mn 4- nt + « !•*•»» 2mn'hm -t-n* 

P. ^4- -^-3 ^^ «ndP.- ^? 

gleiche Zeichen haben. Die Differenzen sind, wenn man reducirt folgende: 

2mn*4^mn+n* — 2mn— 2mn* -^ n (n — m) , 

(iHhn) (2mw+mH-/>) "*" ' {i + n) {2mn+¥n+ n) 

,^ 2mn+2m*n — 2m'n — m* — mn ^ m(n-^m) 



(l + m) (2mn + m + n) *(1 + m) (2/m»-|-m4-/»)' 

n ^ _ D (1 +m)n 

2mn + m + n (i +m) (2mn + m+/i) 

p 2 wn + m + n^^n-T^mn p . (1 -k*,n)m 

' (l + w)(2mn + m-+-J^) ~ ' (1 +to) (2mi» + m + »>' 



2mn'^m + n — m — mn ^ (1 +ni)j^ 

\JL . - ^ , . V ,^ . . \ *■• -* • /Arn \ •« 



(1 +n) (2m/i+mHh/*) ,(* + '») (2mn + m + n) 
p 2L - =p. (l+rO'w 



und 



2mn + m + a (1 + «) (27nh + m + ?i)* 

Diese Ausdrücke haben wirklich einerlei Zeichen, weil m und n gleiche Zei- 
1. 16 
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eben haben. Die Werlhe von Qy Qff Q^iS. 37.) sind also in den Grenzen 
"^on Qf Q\ Q!* eingeschlossen^ und folglich^ obgleich «e nicht die diuigen-tind, 
und es noch unzählige andere gjebt, aUerdings i^cl^ig. 

3- 

Warum durch Sm Vetfäh^A CS. 37.) die AusdrifekcVon Q, Q', Q" nicht 
vollständig gefunden werden ^ hat schon h]|sr . oben Q^rr Abel angedeutet 
Es bleibt aber noc^ die Frage, wie auf dem Wege (S. 37.) die vollständi- 
gen AnsdlrC|/tke ge&ndea wenifsn fc&uiefi. Dies^^s itt zu beantworten nöthi^ weil 
gegen das Verfahren (S. 37«) an sich selbst nichts einzuwenden ist, und also, 
wenn durch dasselbe der Aiis4ru<jc nicht ^funden wörde, auch hier der Irrthum 
entstehen konnte, dafs die Schuld an der Ansiljjrsis liege. 

Man kann die Ausdrücke vorf Q, ^, Q'' auf dem Wege (S. 37.), wie 
folgt, finden: 

L. |daa beseidme; 

19. a durch 2? —-X und 
i3 durch 2( — ^, 

wo Q cmett rechten Wiiikcl bedeutet, so sind die'a II gern einen Ausdrucke von 
Q, Q^ Q^^ (S; 31«), nemlich diejenigen für beliebige a und ßj welche ohne 
all(en Zweifel richtig sind, folgende : • 

^- . Ä^T'sio (x -f-X) _ 

^ 6c sm (x +A/) Hh ö6 !sin X -4- ai: sin Ai * 

^^. ac .' sm K ' _^ 

^ Ac sia(x-4^*A/) 4;? a6 sm X -F^ ac sün A/ , 

^. Äcsin (x-l*^) •+• öÄ sin x + ÄCsin Ai ^ 



» • > i 



II. Man set|;ie.- 

23« ^^SiC6•x, 

wo fJL eine bdi^bige'ganze oder gelurochene, positive Zahl bedeutet, und diyidire 
die Ausdrtidte''( 30: 21. 22.) zugleich oben und untetff durch sinie: so verwan- 
deln sich dieselben i? folgende : - ; ^ 

, sin (H-ii)x** ■ 

hc ; ■■ 



' sm X 



TM , ^. c V .^j^^j +/i)x • sin/tx '^^ 

Äc . V y \r ah -^ ac — r-^ — 



smx I - smx 



24/ (y = . -v; ^ , "^ "" ^ JP, 

sin « «n X 



ab 



25. 0" = ;^ M i^i II. . M y» >■■■ ■■! iM 'i ■■■■*» * »-iP» 



« • • V - 



sm x . sil^x 

» . ' ■■ * 

Desgleichen setze man - X statt x, und diyidire oben und unten durch sin x : so 
findet; man 

, sin (- + 1) X^ 

OC ; — T ^ 

26 O ^^ ' p 

OC . : — r + ab — : — ^^ + ac 

sm A# -;. sm // 

27. g' = — —4—- r ^9^ •;•„; . p^ 

sm (- + 1) X; . sin j: X; 

6c -^^ : — ^ ' " + ab — r^— «^ ac 

- sm A; sm A/ 

% • '.'■'■■ ■■ ^ ■ •{ 

sin^X/ 

ab . ^: 

sm (-+1)X, sin-X; 

6c : — r + ab - ■. \. ■ »f^^ac^ 

sm Ai sm ^ 

. JÜOL JHtw;feHw diePuntte .^;!J?, C(Fig. II. Trf: 1.) affeiibv m 4^e 
und dieselbe gerade Linie, sobald ..«f 

j^ . . , , x=,0 aiid;X*B=0* 

Setzt, man in den. Ausdrücken (2J. 24. 2$.) x es or so iet in liimselbetii engl^h 
V od«t lO^x ^ck Nutt, för je^ beHebigen Werth tob /u, N«# «togeM^dos^eif, 
Unendlich «togenraimeK Seist man inkien AnsdHicketi (26. 27i ^28:j^ >&' tts Ö: 
so ist in denselben zugleich x öder -X; ^eich Null^ iiir jeden Jbeliehij^^ Werth 
vonj^^ Uoeiidlieh «in^^düosfei. Null hber ausgtadmm^n. ^Es tota^it also nur 
aufdie Wßrtjie von Q, Ö^ 0"'^^ (33. 24.^,) für x 5f 4md k (iWü;Är.,2fi.) 
£ü r X; ::p iO an. Man findet ^^{ die bekinntt« Weise, durch Abjku^ngen i . 



t * ' I i 



' 1 i 



1- 1--^— = --i-; — £- — = i 1 1-^;=: i+AJL für x=0, 

sm X a . sm x oqs x ' , . •; ' 

sin /U7C J . sin |t6 X /x cos /u tc «.. 

— : :=: — r — • s^ . ' - ^^^ /4 *ur x — ü ; 

sm X tf.sii^x cos X 

16* 
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sln^+l)>. d.smii+i)-K (^-H) cos (j:-H)^ <^.r-%-n 
^H = j-^~"i ^^ ""T^ : = -+i,fiirA»=sO, 

sm A; dsm-A co« A» - •* • - 

sm A; . sin A> cos K '^ 

folglich geben die Ausdrücke (23. 24. 2$'.) lur x s 0, 

29. Y> - (H-^)^c j. 



** (1 -*- z*^ oc +. oo + /uac 

31. ö''=S7r — ^."'^ , P, 

und die Ausdrücke (26. 27. 28.) fiir X a= 0, 

32. Q =-T ^ V-; .P, 

(- + 1) 6c -f- - ä6 •#• oc 

(;: + i) Äc + - a6 Hhoc 

wo /u ganz willkürlich ist. 

IV. ' Für verschiedene Werthe von fi haben, wie man sieht, Qf Q'f Qf* 
verschiedene Werthe. Die grofsten dder die kleinsten nnter ihnen, oder die 
Grenzen von Q, (>', Q" findet man, wie folgt: 

Man setze erstlich in den Ausdruck von Q {29.) /i + r statt /z, wo r irgend 

eine positive, ganze oder gebrochene ZaU ist,, und ziehe von dem auf diese 

Weise entstehenden Werth Q •+• A ß von Q, ÜBr/i + r> den ursprünglichen 

Werth Q, für /i, wieder ab, so findet man nach der nothigen Redaction: ' 

^n— —..iL ra^g(^ — c) 

f\ Mß ;^2 li<— Mg>i<i|—i .ÜM^i— — . H ill ^— — ■ ■ I ■ I ■» 11 ' ' ' ■— ^— .^— i*— *— ^iM<W— ^i^-^i^^— — . 

Diese Grofse ist nothwendig negativ für jedes beliebige /t und r, weil b kleiner' 
vorausgesetzt wird, als c. Also mnrnit Q immerfort ab, wenn /x wächst, und 
ist folglich am grofsten, wenn /x= ist, denn kleiner kann /i nichr werden. 
Also ist der grofste Werth von ^ für /z = 0, aus (29.) 

35. Q^^i±- p^J^. 
^ ö€ + ao a + c 
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Dafs zweitens Qf (30.) mit fi zugleich immerfort wlichst, Ist leScfat unmit- 
telbar zu sehen , wenn man den Atisdruck (3Qi), wie folgt, schreibt: 

(I+-)orH }r ac 

denn der Zahler dieses Bruches bleibt unverändert , dei; Neimer nimmt ab^ wenn 
/i wächst; also wächst der 3nich mit /jl zugleich. Das kleinste Q\ findet daher 
für das kleinste /u Statt Das kleinste /t ist aber INull, und für ^ = ist Q^^O, 
wie aus (30.) zu sehen. Also Bt der kleinste Werth von Q^: 

36. Q' = 0. 
Drittens wächst die Gröfse Q", wenn /jl abnimmt, wie aus (31.) zu sehen, 
denn der Zähler des Ausdrucks (31.) bleibt unverändert, der Nenner wächst mit 
/x zugleich. Also findet der gröfste Werth von Q" für /x = Statt, und ist 
folglich: 

^ bc + ao a + c 

V. Dieses sind die Grenzen der dreiGrofsen Q, Q', Q" auf der einen 
Seite ihres Umfanges. Sie fanden sämmtlich för ^a := Ö Statt. Da die Gröfsen 
regelmäfsig mit /i zugleich entweder wachsen oder abnehmen: so folgt, dals die 
Grenzen auf der andern Seite für /x == co Statt finden. Es darf oben in 
den Ausdrücken (29. 30. 31.) nicht mit SfÄierheit ^ =^ so gesetzt werden, weil 
fiir ^ =: 00 , wenn ^ = /tx (23.), nicht unbezweifelt X mit x zugleich Null ist, 
weshalb dann auch die Ausdrücke (29. 30. 31.) nur für jeden beliebigen Werth 

^ ***** 

von /ty Unendlich ausgeschlossen, gelten (m.). 

Die Ausdrücke (32. 33. 34.) hingegen gelten für jeden Werth von /x. Un- 
endlich eingeschlossen und Null ausgeschlossen (III.). Man kann also in 
denselben mit Sicherheit /x = X setzen. Und da nun die Ausdrücke (32. 33. 
34.), wie leicht aus der Vergleichung zu sehen , identisch dieselben sinJ, 
wie (29. 30. 31.), indem die letzteren blos oben und unten mit /t di>iJirr sind: 
so folgt, dafs man die andere Grenze von (), ^, Q" findet, wenn man in 
(32. 33. 34.) /x = X setzt. Q ist daher am kleinsten für 

38. Q =:^r^ .P=-^^(32.) 

Q' ist am greifst cn für 
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Q^^ia am kleinsten für . :i 

40. g" = 0. (»4.) '. . ,.sr,. 

VI. Da fi willkürlich ist, so kann man statt dessen in den allgemeinen Aus- 
drücken von Q, Q', Q" (29. 3Q. 31.) oder, was dasNemliche ist, in (32. 33. 34.) 
eine von den drei Gröfsen Q, Q\ ß" willkürlich annehmen. Es sei z, B. Q' 
willkürlich, M darf man ntir>t zwischen (30. nnd 2&;) und <30. tthd d^li) eli'mi- 
Aire n, das hcifst, das willkürlkhe Q* sUtt des wiBkürlichenr fi einftifaihen. Min 
findet, wenn man (29. tmd 31.) durdh (30.) dividirt: ■ : , * 

Nun giebt (30.)^ ' 

{l + fli) beQ^ + abQ^ ^/uacQ' ss/uacPi oder •• 

^ acP — ac(2 — ocQ^ 

acP— ocO' — ÄcQ'+ ahO'^bcQ' , 
^^^ = acP^atq^^bcQ^ ^ ^^^'^ 

4J. ^+f^'^,,^p_acQ:-bcQ^ 
Setzt man, dieses in (41.): so findet man 

Q! abQ + bc(^' ., « (« + <:)e' ',°^'', ,,; 

.. i^ Pc—QUc — b) , 

Ö" acP — acO' — ÄcQ' b aP--(a+b)Q' , 
C Ä(a H- c) ß^ c (a + c) Q' ' "**^'^ 

■ ....» - ■ * . ■ ■ ' 

Weldies die Ausdrücke von Q und iß" durch Q' sind. 

YII. Die Resultate 3iud also zusammeugeooma^en.iblgehde : 
1) Die allgemeinen Ausdrücke von Q, Q\ .^" säuj; 

46. Q = n ^ [\^1^ r :r .P(29.32.) 

^ (i +f^) bc + ab + f^ac ^ ^ 

47. Q^ = r, ^ \ /'f ^ ; . .P(30. 33.) 

^ (l + f*) bc -i- ab + (*ac^ ) ' 

48. Q'^^TT^—n-^ — 1 . /*• (31. 34.), 



1 I • 



> 
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iro /»' )ede>belielng^ gsn>e oder ^ebrodiene 2aAA sein kann, Kuli nad Unend- 
Iklk 4mt <iHigeschlos9iea; 

2) Wül matt dne der dm Kiäfte Q, Q', Q'' statt i» irillkärikh annehmen, 

seilst*' * 

^- . i • ■ ■ ^ - a -4* ^ • • 



» » 



50, ß«=££zUK(£±^(45.). 



a-t- c 



3) Die Grenzen yon QyQ!y Q^^ sind folgende: 

61. Q Legt zwischen den Grenzen und 7 (55. 38.), 

52. Q' Kegt zwischen den Grenzen und j- (36. 39.), 

63. ß" liegt zwischen den Grenzen -——und (37. 40.). 

VIIL Diese Resultate stimmen mit den obigen, auf anderem Wege gefun- 
denea (§• 1.) genau überein; nemlich (49. 50.) mit (5. 6.) und (51. 62* 53.) mit 
(7« ,$• 9.), so dafs sich also die Aufgabe allerdings auch auf dem Wege (S. 37.) 
y oll4t*4 n di g und genau auflegen läfst. 1 , . 

'■ - - ' •■• . 4. - •' ■ ' •'• 

* Es ist jetzt leicht zu sehen, warum durch' die Rechnung (S. 37.) die 
Ausdrticke von Q, Qf^ Q'^ iiicht yoUstSndig gefunden wurden. Die voll- 
ständigen Ausdrücke (46. 47. 48.) gehen nemlich in diejenigen (& 37.) übert 
W<snil man • 

setzj^ weshalb auch die (S. 37.) gefundenen einzelnen Werthe von Q» Q\ Q^\ 
wie (§. 2.) besonders gezeigt, richtig, und unter ded unendlich vielen Werthen, 
welche Q, Q% Q^^ hiJ>en können,! mitbegriffen sind. In der That ist (S. 37.) 
aiss ß^ das Jbeifst 2( *— x = 2f *— Xi oder X; =s x anstatt % s= jttx, also ft =«1 
gesetzt worden. Nun kann aber ^ nicht allein gleich 1, sondern jede andere, belie* 
bige, positiv^ g»ize oder gebrochene Zahl sein. Also sind in (S. 37.) die Werthe 
von Qf Q^f Q'^ deshalb nicht vollständig gefunden Worden, weil im Voraus 
nur auf einen einzelnen besonderen Fall gerechnet wurde, statt auf 
alle mögliche Fälle zug)eicl|^ 

5. 
Ungeachtet die Aufgabe nunmehr auf zwei verschiedenen Wegen (§• i. und 3.) 
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gelosct AVwdcD, Gebeinen die Resultate doch immer noch paradox. Es s^heint^ 
man künno eine bestimnilc Antwort verlangen, wenn man* fragt: wie stark wer- 
den von dem Gewicht P die drei Pmictc A, B, C (Fig. i. Tafel 2.) gedrückt? 
und zwar um so mehr, weil Q, Q', Q" wiridich immer mir einen eina^ea 
Werth haben, wenn die drei Stiitzpuncte -^, J?, C7 nicht in gerader Linie 
liegen , so wenig ihre Lage auch davon verschieden sein mag. Es müfste also 
hier eine Unterbrechung der Stetigkeit Statt finden; denn so wie ^, jB, 
C in eine gerade Linie fallen, hört die Einheit der Wcrthe von Q, Q\ Q" 
plötzlich auf, und Q, Q/y Q" können nun unzahlig ^iele Werthe haben. 
Eine solche Unterbrechung der Stetigkeit (ludet aber wirklich SlalL Die Abhän- 
gigkeit der Gröfsen Q, Q\ ^" von a, Ä, r, a, ß und P ist wirkHch disconti- 
nulrlich. Dergleichen ist nicht paradox und konuiit öfter vor.. Bei einer Py- 
ramide oder einem Kegel z. B. liegt der Schweqnmci bekanntlich, um | der Höhe 
des Körpers von der Spitze entfernt,. in der Axc. Ei" bleibt immer an derselben 
Stelle, wenn die Höhe des Köqicrs bleibt, und die Grundflache abnimmt, so 
klein dieselbe auch WTrderi mag. Sobald aber die Grundfläche Null i^t, so geht 
der Körper in eine gerade Linie über, und sein Schw^erpunct Hegt nun plötz- 
lich nicht niefu- auf J, sondern auf die Hälfte der Länge von dem einen End-* 
puncl. Da man aber auch die Linie als eine Pyrann'de oder als einen Kegel 
betrachten kami, dessen Grundfläche ^uU isl, so kanu der Schwerpunct der Linie 
auch auf f der Länge vom Ende liegen. Die Abhängigkeit zwisclien den; Ent- 
fernung des Scliwerpuncls vom Ende und den Abmessungen des Körpers ist 
also nicht allein discontinuilrlich, sondern es giebt auch für die Lage des 
Schwerpuncts einer geraden Linie keine bestimmte Antwort. Es sei, um ein an- 
deres Beispiel zu geben, das Dreieck ABC (Taf 2. Fig. 3.) gegeben, so bestim- 
men bekaimtlich die beiden Winkel a und ß die Lage des Punctes D in einer 
durch A, JB, C gehenden Ebene gegen A^ Bj 6\ so lange a -f- /3 -4- y nicht 
gleich zweien rechten Winkeln ist. Es giebt immer nur eilie einzige Lage vor^ 
T) gegen Ay B, Cy was auch a, ß und y sein nmgen, mid so nahe auch die 
Sunmie von o-y- ß und y zweien Rechten kommen iTiag. Sobald aber a + /i -f- y 
gleich 2Q ist, kann 1) plötzlich, wo man will, in dem Umfange eines durch 
Ay B und (j gellenden Kreises liegen. Die Abhitngigkeit der die Lage von ]) 
bestimmenden I^inien und Winkel von den gegebenen Seiteti und Winkeln des 
Dreiecks AB(J ist also discontinuirlich, und wenn man fragt, wo 1) liegt, 
für a + ß + y =^ 2q, so giebl es keine bestimmte Antwort, obgleich sie für 
jeden beliebigen anderen Werth von a -4- ^S -f- y Statt findet. Die unstetigen 

Grölsen 
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Grolsen iömmai in der Ahalysis luid Geometrie häufig- rm^ Selbst Tangcnleii, 
Cotan^enten , Secanten und Cosecanten sind schon unstetige firofseik v ireil sie 
durch das Unendliche plötzlich vom Positiven zum Negativen, und umgekehrt^ 
übergjBfheq. Dorgleichen GroTsen sind Gegenstände, die wohl noch zu wonjg un- 
fefiiicht sind» lind eine eigene .sorgfältige Erforschung verdienten. Dia Uottetigf 
keit ist für die Theorie der Reihen, jb€S9pders wichtig. Sie hängt piit, der (]!o|iv^ 
genz und Divergenz derselben zusammen, und die nähere Untersuchong müDite 
€^ine Menge. schfinbai^ie]: Paradoxen bei den Reihei^ mehr ii^. Klare. bringen. 

Findet man etyra bei der gegenwärtigen Aufgabe darin ejne Schwierigkeit« 
dafs wenn man sich eine unbiegsame Linie .ABC (Fig. 1. Ta£,:2.) wirklich: anf 
drei Punctefi At JB, C ruhend vprstcHt^ die Drucke auf A^ B, C doch noth- 
wendig irgend eine bestimmte Grofse haben müssen , und in einem und d^i^sel* 
l;^en Augenblick Aur eine Grofse h^^n können,: pach der. also gefragt werden 
1^^, so dafs. die Antwort: die Drucke könneq, innerhalb der obigen^jQreiizei), 
sein, was man will, nicht passend zu sein scheint: so ist zu erwägen, dals die 
Voraussetzung bei derJFrage nicht richtig i^t Es giebt neinlich in der 
Wirklichkeit gar keine völlig u];d>iegsaine JLinie, und d^her kann auch nach dem 
Druck einer solchen auf drei Puncte nicht gelragt werden. Alles, was man als 
Linie betrachten könnte, ist mehr oc^er oqren^er.biegjsam oder elastisch, und 
bringt m^n Biegsamkeit und Elasticital in Anschlag, so kann auch ;der Dnick.avf 
die. drei Puncte gefunden werden. j(Man sehe Eytelw^in, Statik, §,i 34.1. und 
Anhang, siebenter j^sclinitt). Die unbiegsame mathematische Linie ist nichts 
als ^in Gegenstand der Einbildungskraft > der nirgend existirt, so wem'g als ^er 
oben ein<ß gerade , schwere Linie , die zugleich als Prisma und zugleich als Py- 
ramide betrachtet werden könnte, und von welcher in solchem Italic diie; Lage 
dies Scbwerpuncts zweifelhaft sein würde. In der gegenwiurtigen idealei^^ Aufr 
gäbe von der imbiegsanien', mit feinem G'ewichte P beiästeten geraden Linie. feh- 
len Bestimmungsstücke, und darum ist die Aufgabt unbestimmt; Thiit 
man irgend ein Bestimmungsstück, z.B. die Biegsamkeit oder Elasticität hinzu, 
so hört die Unbestimmtheit auf^ und man känil aücK die bestimmte Gröfse der 

Drucke auf die Unterstützungsptmcte finden: 

Es giebt zwar freilich auth z. B. keine unbiegsame mathematische Ebene, und 
dennoch kann man dfeii Druck eiAes, auf einer sdföhen nihendferi Gewicjfits. auf 
drei beliebige, nicht in einer geraden Linie Kegende Puncte fiilden. AUeib in die- 
sem Fall i^t cfie Zahl der Bestimmungsstäcke zureichend, und Wenn die Ebene 
aufserdem noch biegsam oder elastisch ist , -kommi die Bregsaibkibit oder Elasti- 
I. 17 
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cität nur als Nehenumstand in Betracht Bei der Linie ist sie bestimmend, 
oder entscheidend. 

6. 

Es hat auch keine Schwierigkeit , den Druck eines Gewichts auf mehrere 
Unterstützungspuncte einer unbiegsamen Ebene zu finden, die Puncte mögen 
nicht in gerader Linie liegen , oder zum Theil, oder alle in gerader Richtung 
•ich befinden. 

Man konnte' ganz auf die Weise wie (S. 37.) im ersten Hefte verfahren, 
nemlich die Lage der Unterstützungspuncte durch Ordinatcn aus einem 
Punote ausdrücken. Die Rechnung ist aber fast noch einfacher, wenn man 
sich statt solcher Ordinaten der gewohnlichen rechtwinkligen Coordinaten 
bedient. 

L Es drücke ein Gewicht P (Fig. 4. Taf. 2.) auf eine unbiegsame Ebene» 
welche durch das Papier vorgestellt wird. Die Ebeile sei durch beliebige feste 

Puncte A^y A^^ A^ A^ unterstützt 

Der Druck auf A^ sei = ^^ , 
der Druck auf A^ sei = A^ , 



der Druck auf A^ sei = A^ . 
XPX^vxA YPY^ sind zwei geradlinige, auf einander senkrechte Axen, die 
sich in dem Puncte P, wo das Gewicht P auf der Ebene ruhet, schneiden; 

A^B^, A^B^ -^«^11 ^"^^ Perpendikel aus den Unterstützungspunc* 

XetiA^tA^y A^ auf die Axe YP Y^y und A^C^, A^C^, -^«^n 

Perpendikel aus den ünterstützungspuncten A^, A^, A^ A^ auf die 

Axe XjPX^. Diese Perpendikel zusammengenommen sind also die rechtwink- 
ligen Coordinaten der Unterstützungspuncte A^^A^ A^^ auf die Axen 

XPX^vxi^YPY,. Es sei 

PC, = a., PJ?,=a, 

PC.=:a., PÄ. = a. 



PC.= a,, P5. = a.. 

Werden diejenigen A^)»cissen, welche rechter Hand der Axe Y^PY^ 
und diejenigen Ordinaten, welche über die Axe XPX^ fallen, als positiv be- 
trachtet, so sind dieAbcUstn link.er Hand dor Axe Y^PYi und cüe Ordina- 
ten unter der AxeJKyjr,j(5g|j;flfi ,. 
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II. Wenn man nun die Bnidce u4^ , A^, A^ ak Kräfte betrach- 

tet, welche der Kraft P in parallelen Richtungen entgegenwiricen^ iö ist bekannt* 
licb^fi^r den Fall, dafs alle Kräfte im Gleichgewicht sind, . _, 

64. A. + A. + ^. + -^A +..•••.• f 4- ^. • acs.P, 
^B. ^.a, +^,a, +^,a,+^,a^ + 4-^.a,=^0, 

f _ • ■ ■ ' f * • - -^ * 

Idehr Gleichungen' oder BedJnguAgen für das Gleichgewicht finden nicht 
Statt'/ denn wollte man etwamehr Axeirannphrnen, die. sich in^ , ithneiden : 
so wiürden die Coordinaten für diese Axen durch die Coordinaten a .a ...•*•« 
und A^, a^ ...... a^ ausgedruckt werden können, und folglich die Gleichungen 

für dfe neuen Ax.en in den drei obigen iscdion mit. enthalten; sein. -: . \.\ 

BI. Da sich aus ^en drei Gl^ichu;igen (54. 55. 56.) nur drei unbekannte 
Grofsen, z. !B. Ji , A^ A finden lassen, so folgt, dafs die übrigen unbekann- 
tcn Grofsen willkürlich sind, jedoch werden sie, weil sie vermöge 3er Glei- 
chungen von jenen dreien abhahgöii,' frischen gewissen Grenzen eingeschlos- 
sen sein. Man kann also setzen: , . • 



67. 



A^^^-A^^i^^J^ + P^A^, i 



wo die sämmtlichen Coeflicieaten .^^; ,^4. •. •, • • • ^ v-t . x^, fs^^ f^^ .• . i» , 

^^y ^\ ^^ willkurUck svhI^ . Mit dieser Bezeichi|ung lassen sich alle 

Fälle ausdrücken. Es könneti nenilich die drei Kriifte Ai,A^f A^ zumTheil, 
und wenn sechs und mehr Untenitützungspuncte vorhanden sind, aJI]$ drei 
Null sein; es kann an ihre Stelle die Unterstützung/durch wdere Puncte treten, 
weil eine Ebaie schpn von dreiPupctep v^lstandig g^tütz^.^nrd. In solchem 
Falle darf man nur die Cocfficient^ii derje^igc^. Kräf^ ^^> A^, A^j welche 
Null sind, gleich 00 setzen. Die durch A^ A^y A ausgedrückten Kräfte 
A^y A^ ...... \ . A^ sind alsdann nicht nothwendig Nidl^ und werden also 

durch die Bezeichnung noch immer.:«U|gedrfiGkt Gesetzt, es sei A^ und A^ Null^ 

so milfs man x,, < • • x^ und r,, q^ r unendlich grofs 

setzen. _ Wären dagegen einige von den Kräften A^^ A^ . .^. . .^ . . .^4, NuU, so 
setzt>man di^enigen i^hbestimnfiten Coefficienten, welche in dem Ausdruck der 
verschiedenen Kräfte durch A^^A^^ A^^ vorkommen, Null.*^ Z. B. wenn A^^=0 
wäre^ so sctal man oc- ia 0, ^. t=s und ^1 = 0. Bs können s^uf diese, Weise 

17* 






k 



n 



a« 



9 a +c>^a. + p a 



9* %4<;ftft' DO 



=P, 



=0, 



= 0, 



ist Jitf«A/ hni^^rtm Benerhugen Oier 4& y^. Nr. 4. &• 1. ffi;^. 

all« uabeitiiBknieQXbefEcienten Null sein, neniKch in dem Falle, yi^nn Hur die 
dra Uatentützungspwicte ^^ y ^2 ^ ^, TCMcfcanden sind. 

ly. Substituirt man nun die Ausdrucke (57.) in die Bedingüngs-Glachun* 
gen des Gl^ichgewiclits' (54*. 551 66.) , so verwandeln sieb dieselben in : 

68. -^/l +x^ +x^ ]/.•.. .+x^ )+^X} +f^ +m/ .....+^, 
69. jrf'Ya. + «>, + «>. ..... + 4e.a.) 4- -rf,(a, +>»,a, 4- /^,a, + m, 

oder wenn man der Kürze wegen 

1 + «« +*. ........ .. + x. =«", 

a, 4- x^a, + x,a. + «a»« =/'^.' 

«• + «4«. + «.<=^i . . . + X a^ = JT., 

1 + /*/ + ^, •• + '*„ '=M, 

61. ^ a, + /•, a, + /*, a. ...... .. . . .. . -h7»„a^ = 3/„ 

1 •4-«', +P, ........,. + p^ =iy, 

a, H- P.a, H- «», a. ..... . . ifl^. +*„a„ =t if,, 

a/-|- c^ a, + c, a, +«'»»« =» -^a» 

fetet, mi % 

62. i#, iS: -I- < 3f +>*,iK «iP, 

63. .»#.«■, +^<r,Jlf^ + ^,iV. = 0, 
64! j#. < + w/, i< + ^, iV. =t . 

• ■ 1 • ■ 

'.<''■■• . . . ' • 

V. Daiaus folgt, wenn man auf die gewühnliche Weise elimhiirt: 

^ ^, ji; - jy, jg, . ' ■ 
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Dieses sind die allgemeinen 'Ausdrücke der Drucke in den drei Stützpuncten 
ji^f A^, A^ för jeden beliebigen Fsdkk Der Nenner ist in allen drei Ausdrucken 
der nemliche. Sind A^^ A ^ A^ gefunden i so geben die Ausdrücke ( 57. ) die 
Drucke in 4*^ übrigen Functen.^^» jl^^ •.»•.... A^ ' ^ ' ^ 

VI. Wenn man in (65.) oben und unten mit M^^ in (66.) oben i^^d un- 
ten mit if^i imd 'in (67.) oben und üfitcn tmi K^ dividirt, so findet man; 

M 



Man satze 



so ist 



69. -ttt = « und -jjf = r, 

70 ^ = ^ 



und folglich in (68.) 









oder 
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* — (/V,r — i«J^ + (^M -^ HryK^-^- (^M\N^ MJf^tT • '^M 

welches ebenfalls die allgemeinen Ausdrücke der Dnicke in den drei Stiitzpunc- 
ten A , A^^A^ für jeden beliebigen "faH sind. 

Vn. Sind nur drei Stützpuncte Torhandcn; so sind aHe 'Qi^Iieslinimten 
Coefiicienten », /*> »- Nun (m.). In diesem Falle dso ist in <6.1.)j | 

üf =1,. il^rsa., Jtf„ = a., 
folglich bt iix (65. 6ö. ^7.) 4er Nenner gjekh 

«« a» — «3 a.^ + (»S *-'*«) *. + («>t — »3 ) «. 

= a.a. — «^a «* "*" .**? ^« — «f a. + a, a, — a, a, 

= (a. — a,) a, +"(a, — a,) a, + (a, — a.) a, \ 

und , ■ ^ ' 



A = 



■2—2 — ^ r ■ — r^.P, 



(a, — a3)a, + (a, — a,)a^ + (a, — a,)a, 

. a, ttg — a, g, .. _ 

73- { ^, - (3^ _ aj„^ + (a, - a.)g. + (a. - aja, * ^' 



^ a.g. —a.o, ^ 

' (a, — a,)a, + (a, — a,)a, + (a, — aja, • 
Legt man die Axen, deren Lage wiUkürlich ist, so, dafs die Axe XP X^ durch 
den Punct A^ gehet, so ist a^ = 0. Also reduciren sich alsdann die Ausdrücke 

(73.) auf 

\i - •«.-«. -a,a, p 

* ( «s — a.) «, + ( a, — a, ) a, 

A ^ ~ ^ ^ —^ p 

Die gegenwärtige Bezeichnung mit der, (S. 37.) verglichen, ist 

.a^ss'^ä, a^ :^^— ^ Ä cos a, ajj=-^rco^/3 
a^ = , a^ = + Ä sin a , «'s = — c sin ß. 



76. 
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Setzt man dieses in (74.) , so findet man : 

j . -^ c cos ß . A sin g «— & cos a.vsxn ß ^ 

• (— c cos /?.+a) Ä sin a -I- ( — a -I- Ä cos a) . — c sin /? * 

— &c . sin (g «f* ^) ^^ 

— Äc sin (a + ^) i+ ac sin /? + ab sin g * ' 

• — Äc sin (g + /3) + ac sin /? + ab sin g ' ' 
># «« ab sin g ^^ 

• ~ — Äc sin (g + /9) + ac sin ^ + ab sin g ' ^ 
welches mk den Resultaten (S. 37.) übereinstimmt. 

Vni. Will man die Ausdrucke von A^jA^, A^ (71.) ^uf dfen Fall dreier 

Stfitzpuncte anwenden, so ist, zufolge (73.) und (69. 70.): 

MM g. ^- -1 C6^ - 

77. c = — ^, r = -^ und ^r^^z-^^ 



Ott ' a* CL 



also, wenn man die Axe durch den Punct A^ legt , so dafs g^ = ist : 



g. 



78. c= 0, r =s -* und er = 0* 



g 

s 



Dieses giebt in (7i.), wenn man zu^dch (75.) substituirt: 



g. 



79. 



a — * — a 
* g • 

A^ 5^ ^ n <■" ' . jP, 

A^ =^ * . /^, 

a.-a.+(a3-a.)^ 

g _ 

^.^ ; '^ P, 

tt. g. 

— a; ^ + a^ -« + a — a 
* g. * g, • * 

^= "-"»rs"'' .p, 

• a. «, — a, a,M- a, o, — a, o^ 

80. (^.= ^^r^^» P, 

a, a, — a, a, + a, a, — a, a, 

y^ =Ai5« p, 

— a g -I- a g -4* a g — a g« 
welches mit (74.) übereinstimmt. 
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IX. Ist eine beliebige Zahl von Stätzptudcten Vorhanden, die abef tflle 
in eine und dieselbe gerade Linie, z. B. in die Axe X^P-X^ fallen, so. ist: 

81. a, = 0, a. = 0, a3=i0, ••...-. -»A.ssO, 

folglich ist in (61«); 

82. Ka = 0, Ma = und Na = 0, 

mithin, zufolge (69. und 70.): „ " 

e = 5 , r = g und €r = §• 

Also sind alsdann ine den Ausdrücken (71.) die €oefHcienlen e und 7" unbe- 
stimmt und willkürlich. Auf diese Weise geben diir Awdriieke (71.) dii 
Drucke auf die drei Puncte A^ , ui^ und A^^ und,:vennqge (57,), die DrqcKe auf 

die übrigen Puncte A^^ A^ A^ für den Fall, wenn sänuntliche Punctt 

in einer und derselben geraden Linie liegen. 

X. Sind blos drei Stützpuncte vorhanden ,. und man setzt, wie in (IP«)» 
a = 2p — X , /? = 2 e — X, so ist, zufolge (75.): 

( a, =2— a, a. ==&cosx, a, =ccosX/, 
I a 5= , a^ an i sin X, a s= — ^r^in X», . 
also in (79.): ' 

^ Ä sin X , 
— c eos ^ . — . -r— T — ö cos X 

c sm K ^ 

« .. o sin X , 6 sm X ' 

— C cos ^ . — . -; — r — O COS X — a — a i — . -: — ^ 

c sm ^ c sm Ai 

A^ = —^7 '-r — ' . > — . 1 : • Py 

« .. sm X , I 6 sm X 

— c cos A/ . — . -: — ^ ö cos X — a — a I "" • ""^ — =r 

c sm A; . . ; c sm ^ 

b sin X . . j 
a . •" • " • «v 
. c sip> o 

3 ., ö sin X , 6 sm X 

— C cos A/ . — . -: — ^ — O COS X — a — a . — . -: — ^ 

c sm A; . c sin ^ 

Fallen nun die dr*i Stützpuncte 4n eine und dieselbe gerade Linie, so dafs 
X = 0, X; = 0, und man hat, wie (23.), X; = ^x gesetzt, so ist cos x = 1 , 

- 1 sin X 1 I . , Q 1 \ i 

cosX/ = l und -r-Y = "f »*«ö ^" (84.): 

sm ^ ./x ; 



84. 



85. 
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'"^ tj^b^ha^^ +/*)*« + •* + /«<»«* ' 

A» lue 

85' i" * ^j_i.i. j."^* (1 «f* /i) bc -^nb + i(Aa« * '. 

ab 
A — /ig p ^_ a& p . 

• ** i . , . . öÄ ' "^ (1 -I- XI.) Äc + ad 4- xiac * ' 

welches mit (46. 47. 48.) übereinstimmt. 

XL Wenn n Stützponcbe A^^ A^, A^ . . . . . A^ Torfaanden sind« die 
entweder cum Thril oder atte in gerader Linie liegen oder nickt, so ist nuf noch 
übri(^ die Grenzen zn linden, zwischen Welchen cfieDmcke A^^ A^^ A^ . . . . 
. . . .A^ anf die Stjilzpuncte liegen» welches sich audi, nngelahr wie weiter oben 
bei drei Puncten, ihun hnsea wird. 

Berlin, im Fdyroar 1826. 
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13. 
Versuch über die Integration der Difibrential-Gleichiingen. 

C^om Herra Prot Schmükm) 



(Aiiszag einer ron dem YeHaiier, in der Königlich «Dänischen Academie der WiMeasduftoa 

SU Copedhagen/ in Dantgcher Sprache, vorgelesenen Abhandlang.) 

Um eine deutliche Vorstellung von Functionen zu haben, die durch nifTerentiaL 
Gieiehungen gegeben sind, mässcn -die Functionen nicht allein entwickelt 
sein, sondern ihr Werth niufs auch för beliebige Werthe der unabhängig ver- 
änderlichen Grofsen angegeben werden können. Der zweite Theil der Aufgabe 
in's Besondere, ist noch so wenig vorgerückt, dafs fast alle Gleichungen, welche 
man gewöhnlich in der ersten Beziehung als integrirt betrachtet, nur wenig be- 
friedigend sind, sobald es auf bestimmte Werthe ankommt 
I. 18 
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Allgemeine Verfahren scheinen hier fast nicht möglich, weil man immer 
wie4er ein anderes Verfahren fär jeden besonderen Werth der unabhängig -ver- 
änderlichen Gröfse haben iQÜfste » deren die gegebene Function öfter mehrere 
enthalten kann. So ist zuweilen in der Astronomie ein Ausdruck se|^r nützlich, 
der keine Anwendung fuehr findet^ spbald eine einzelne Grofse nur ein wenig 
ihren W^rtfa verandertv und Aufgaben, die man auf Quadraturen gebracht hat, 
und die also als aufgeloset betrachtet werden, finden dennoch unübcrsteiglichc 
Schwierigkeiten. Es scheint also, dafs die Verfahren, bestimmte Af^erthe der 
Intjagrale zu£nden (les methodes d'/poluatian) , etwas Eigenthüniliehes haben, 
und dafs man^ci denselben auf die besonderen- Bedipgüngen der Aufgabe Rück- 
sicht nehmen mufs. In jedem Falle kann man sie gröfstcntheils aus den Regeln 
für die allgemeine Form der Function ableiten, wenn man diejenigen 
o^^nqlt, welche dw. Unistand^n am besten ent^Ft^che«. 

V,fy^ die hierzu dienenden Satze . ist in der An^ilysis OPfih ivve^ig gescthfihen. 
Es giebt einige dei|^eicheni aber ^ß sind &ebr auf einzeW . Fälle. bei|shränk|v 
Map köquiye leicl^t. durch Pifferentiaiion «ine uncnd^ii^ M^nge yOq inte? 
grablen Gleichungen aufstellen , aber sie würdbea mmer nur Auanahoien v«n de* 
nen sein , welche sich auf dem nemlichen Wege nic^t integrit^n la$sfU[L . ' 

Auch verlangt man häufig Unmögliches^ wenn man den endlichen Ausdruck 
eines Integrals sucht, das heilst, «n I»tegml> welches aus bekannten Functionen, 
durch eine begrenzte Menge von Operationen zusammengesetzt ist. Denn da 
die bekannten Functionen nur wenig zahlreich und nur nach Willkür in die ana- 
lytische Sprache aufgenommen sind: so ist die Aufgabe, die unendliche Menge 
ughekannter F^cjbonen, wddie durch DiiTerentifJ-Gldchungen aiisgiedrückt 
werden» auf bekannte Functionen zu brinc^en,^ fast, der von der Quadratur des 
Kreises gleich zu achten. Sucht man also durch die Integration von Differential- 
Gleichungen allgemeine Ausdrücke, so mufs man nothwendig unendliche Reihen 
zu Hülfe üehmen, und mit ihrer Hülfe die natürliche Form der Functionen , das 
hcifst diejenige zu entdecken suchen, welche ihre Eigenschaften auf die cin- 
fachs,tc Weise ausdrückt. Man darf sich aus diesepn Grunde auch nicht auf di^f 
gewöhnlichen Reihen, nemlich auf solche, welche Si» lernen von Gliedeni simi, 
wie z. B. die Taylor sehe, beschräukcn; denn .i^esondc^rs» wcim .die Gleichungen 
nicht linear sind, wurde maa bald finden, dafs dergleichen Reihen nur eine|i. ent- 
stellten Ausdruclf geben^ in welchem da$ Gesetz der Äpfeinanderfplgijder ßU^ 
der nicht gut siditiiar i$t Jiiß. $chwje^g|^eiV RjyheQ zu wnuxuren Cii*^mluerX 
ist kein Grund, sie ;(ijt vcnrerfi^; denn sonst wiif^ nur weiNlgPf . Halbst gewiSh»- 
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lidie^ Imuchbore Reiben existiren, nlid sogar die Lagrangische, fxir Umkeh- 
rang der Gleichungen^ m Irelcher das Gesetz der Glieder so elegant ausgedrückt 
isty vürde nur geringen Werth haben. 

Iph glaube also, es sei notfawendig, die Form der Integrale selbst dann zu 
untersuchen, wenn sie sich nicht darstellen lassen. Die Aufgabe bestehet alsdann 
darin, eine Regel aufzustellen, nach welcher sich einfach und klar die cnjtwickelte 
Form der durch eine beliebige 'Differential -Gleichung gegebenen Function fin- 
dto^fst' 

* £ne solche Hegel mufs ndKirlich auf die bekannten Resultate passen. Es 
kann fiir besondere Fälle indirecte Methoden geben, die leichter und kfirzer ixifA 
Ziele fuhren. Sind blofs einzelne Aulgaben aufzulösen , so können solche ein- 
zelne Verfahren oft den Vorzug haben. Kommt es aber auf Methode über- 
kaupt an^ so sind einzelne Resultate nicht hinreichend, sondern man muXs auch 
üurc Stelle im System und die Ursache der Vereinfachung in den einzelnen Fäl- 

len kennen« 

■ . . . ■ ■ ' ' 

Wenn diese Betrachtungen eim*germa(fsen gegründet sind, so werden die Un- 
tersuchungen, lyelche ich hier inittheilen will» vielleicht nicht ganz ohne Interesse 
sein. Ich. werde kurzlif:}! die oben erwähnte Regel abhandeln, sie aber, nicht 
weiter entwickeln, als zu ihrer Verständlichkeit und um daraus die nuthigen Fol- 
gerungen zu ziehen, erforderlich ist. Nachdem die allgemeine Regel fiir alle 
iMffeJ'mtial-äleichungen gegeben worden, werde ich mich nut den lineSren 
lUid'ni^lKi-Hneären Gleicliüiigen vom ersteh Grade ins Besondere beschaf- 
ttgcn, und dann die Anwendung auf Gleichungen mit mehr er eh verSnderli- 
chen Grüfsen andeuten. Auch wird sich zeigen , dafs die Ausdehnung auf Glei- 
chtaAgäh nli« endlichen ufid termifschteii Differenzen keine Schwierigkeif hat* 

1. ■ 

Es sti ii^end eine Gleichung zwischen ^, zwischen, irgend einer Function 
y von or und ihren n Differential -Coeflidenten,, z. B. die Gleichung 

gjCgeben. Diesdbe wird integrirt sein, wenn man. eine andere Gleichung tou 
niedyigeFtr Ordofuii^ ,ifia 

j\^i y 9 j * • • • • • y ^ =5 c 

atffatdyiealimn« Eitie soMie fiifst skh aber nur selten finden. Die gegebene 
Gleiehteg laCrt skh indesseij vermittelst der kleinen Zahl von Functionen, welche 
in die analytische Sprache aufgenenMaen sind, auf vielerlei Art in zwei Theile 

18* 
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theilen, bo, däCi derjenige,' wacher den Bifierential-Gieflidenten Ton der hod^ 
sten Ordnung enthalt, integrabel ist Dieses ist s. B. der FaU, wenn man den 
DifTerential-Coeflidentenjr^ allein auf eine Seite bringt 

Miftn setze daher, aus der gegebenen Gleichung sei auf irgend eine Weise 
eine andere yon der Form 

gefunden, deren erster Theil ein vollständiges Differential ist, der aber, rech- 
ter Hand^ die Differential- Coeffidenten von y alle, oder zun Thdl, enthalten 
kann. . Alsdann findet man, wenn man integrirt: 

WO c^ eine willkürliche Constante ist Betrachtet man nun das zweite GUed als 
bekannt so kann man wieder mit der gefundenen Gleichung, wie mit einer Gleiy 
chuiig yon der Ordnung n — - 1, und wie vorhin, verfahren. Man kann sie auf 
die Weise theilen, dafs ihr erstes Glied ein vollständiges Differential ist, und sie 
durch eine Function von der n *— 2*^ Ordnung vervoOständigen, u. s. w. Wie- 
derholt man das Verfahren, so wird man, nachdem man n mal integrirt, und n 
willkfiriiche Constanten eingeführt hat, zu einem Resultate von der Form 

/n(^^y> — ^n + '^f^ 
gjelangen, in welchem das erste Glied gar keinen Differential -0>effidenteiv bia 
zum n*^, unter dem n mal wiederholten Intq;rations-Zddien entfaahen kann. 
Durch Umkehrung findet man 

wo jP ein auf es und e^ + '^y sich bedehendes Funclions-Zeichen ist. Substi» 
tuirt man, so findet man : 

und fährt man auf diese Weise ohne Ende fort, so kann man y aus dem zweiten 
Theile der Gleichung ganz wegschaffen, und also einen entwickelten Aus- 
druck ycmy finden. Dieser Ausdruck wird das vollständige Integral der ge^ 
gebenen Gleichung sein ; denn er enthält n willkürliche Constanten. Das Ver- 
fahren erfordert aber in sdner ganzen AUgeraeinhdt Operationen, die bd wei- 
tem die Kräfte der Analysis uberstdgen. Ich will Buch also nur mit einigen 
einzdnen Fallen beschäftigen, wdche merkwürdige Vereinfachungen darbieten^ 
und dazu dienen werden, das Obige zu erläutern. 
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. \ ' 2. 

• •■ , ■ 

■ >••••■■• • 

Wir wollen zuerst Ae lineSren Gleichungen untersuchen* 

^ sei die aDgeoHane lineare Gleichung von der rif^ Ordnung: 

gegeben, wo sich die i» + 2 Functionen (jP, Q.. ....... S, T) von ^^ durch 

die Division mit P, auf n+ i solcher Functionen bringen lassen. Eine Glei* 
chung von der Ordnung n — 1 würde aber nur n Functionen enthalten. Es 
wird also allezeit möglich sein, eine GLeichung von der n — 1^*" Ordnung zu fin* 
den, von welcher die gegebene, bb auf ein Glied, das vollständige Difierential 
ist, das heifst, man wird derselben die Form 

geben können, woraus, wenn man integrirt, 

folgt Konnte man also diese Gleichung von der n — 1^*^ Ordnung integriren, 
oder y durch eine Function des zweiten Gliedes ausdrucken , so würde man , wie 
oben^ den entwickelten Werth von y durch wiederholte Substitution findend 
Man kann auf diese Weise das allgemeine Integral eineir. linearen Gleichung von 
der ff^ Ordnung, in Vergleich mit demjenigen einer Gldchung von niedrige- 
jrer Ordnung , als eine transcendente Function betrachten. Dieses aber hindert 
nich^ dals nicht die Function, welche eine Gleichung höherer Ordnung integrir^ 
in enzelnen Fallen von Integralen niedrigerer Ordnung, in endlicher Functions- 
form, abhängig gemacht werden konnte, auf dieselbe Weise, wie etwa die Sinus, 
Äe «ch in einzelnen Fallen UoDi auf irrationale Grofsen redodren lassen. 

Man würde nun, nach dieser Methode, das Integral einer Gleichung zu 
finden, der Reihe nach, alle niedrigeren Ordnungen, von der gegebenen Glei- 
chung an, durchgehen müssen, welches sehr beschwerlich sein kann. Wir wol- 
len also unter den unendlich vielen Arten, die gegebene Gleichung zu integriren, 
oder^ was das Nemliche ist, sie auf die obige Weise zu zertfaeilen; einige neh- 
men, deren Resultate weniger verwickelt sind. 

Man bringe x. B. die Gldchung auf die Form 

wo JT,, JT, IL s. w* bekannte Functionen von m rind, und 9/ Differential -* Coel^ 4|| 

fidenten von jr ratfaalten kmn. Man integpre n mal, so wird num einerf Aus- 
druck wie: 
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r'^^* tlkS- ■•■■■■■ t/'J"*"" 

finden, wo ^^ unter n Integraüons- Zeichen die Function T^neost n wiUkuTü« 
dien Ck>nstanten enthält und n4- 1 Glieder hat' SuMidu^itfalV'WaaiioIt^ 
in das zweite Glied, sofindet^Aian*/ weil icpy ^ine lineare Function ist: 



/z/ - • -kf9('^)M 






/:--v.t/'^(t/:.:---t/*:^*n 



• ••«.••••• • • • 

I • 



und wenn man den Werth von fJP^ substiUiirt, i» + 1. Reihen» .von wdchcn 71, 
lede mit einer willkürlichen Constante multiplicirt sinc).^ . 

Man Lohnte auch die gegebene Gleichung so. zerth^ileni dafs das erste Glied 
nicht den Differential 7 Coefjideiitcn von der höchsten Ordnung enthielte« In 
diesem Falle würden durch £e Integration nicht 1? wilULÜrliche Constanten einge- 
führt werden» und das Integral würde nur particulair sein. Der einfadiste 
Fall w^rde der ganz ohne Integration sein. Es wäre 3er Fall» wenn map f^W 
einer Seite allem Ii^lse, weiches . _ 



^='j-K^^'-+e^''*"' ••-•••)■ 
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^ehl. Klan wurJc daraus den entwickelten Ausdruck von^ findei^V'W<jnti niafi 
t" in das zweite Crlied setzte, iv s«.w. Ist idas zweite Glic^if ein volIstah()ige^ D^Hc 
rential, so vereinfacht sich noch der entwickelte Werth von ' 



» •• . _ ■ . I .. 1 »• ' 



V bedeutend* Klan , 

, . . _ . .- ... , ■ •/ . . ■ "- 

hat also auf diese Weise zwei, l^tr^me der Integration, das, eine ganz ohne, das 
andere mit allen willkürlichen donstanten. ]^an Kann zwischen ihnen mehr öder' 
weniger allgiemeine Ausdrucke iaufstcllen, je nadidcm isie niehr oder wehiger 4en 
Bedingungen der Aufgabe, angemessen sind. 



"•*Bfan siebte dafi telbst die-Kmären 'GleicihiitigeA OpeMicmen lerfic^^ 
welche bei weitem die Kräfte der Aridysi» iybewtetgmv Man imifs sidv aibo ma£" 
besondere, Vereinfachungen g^^hronde; FäHe.lMe)^ Ehe ich in^^ssen 

die Integration der Gleichungen für besondere Formen der Coefiidenten unier- 
.sudie, will ich noch eini^ Bemerkungen über die aDgemein^n/ Gleichungen 
von dkr e'taien Judd swerteb Ordnung mocheik ' ** ■ .n ., ^ * 

Man v^rwand^ Gkichrnigen von der ^i^arten Ordntai^-tofi^ der Föiirri' ^ 



4 



.^4||«h'4««% .Mir 4te bi t ef a l ioH db« JD(ffirtlitial,.GI$iekmt4lL 148 

40i,dl^4»S:ltf*t9>fiii«dv«bT4>lUtiiicli|;csDlßbcnlial^i^ Ma» setze alip 

. '.iiij-v ■■...' iX,yysBX,Q, ■'/■:■■ 

wddies JT/ jr + J,J^ ^r-J^ß.*'."]!»? wenn ms«) Q sssy* -irPy »ubstltuul^ 
X/jr -»: Xy SS X,/ +'X,iV » <>^«'' -*".! ~- ^ • .*! = pebt Diese Glei- 
äMhg-ia« der c|t!f^d»ittik-ShttlT4^r'W^ feoW da^ zwkte Cfied -^Ksidi 

Null setzt Yemiittelst der Exponential-rGrofseir; i^et^ Bj^^lidieh tniteü 
md« kann man nun unmittelbar X^ durch ir afisdnicken. Wäre aber di< 
Symbol nicht in die Sprache der Rechnung eingeführt, so irarae n^ der 
inck^t# A^udwdk To* Jt^ iiicht andö^, aU durdl d|» dbigfe VeiAfarea fin 
lassen. Man wurde also 

haben, welche Reihe sich bekanntlich, auf 

rtduciren laTst Alsdann ist 

wo c eine willkürliche Constante bedeutet. 

\ *1)m das' pbi^ VeHahr^'iiöch Ireiter zu erlaut'erp ,. inll ich ^uch das Iqte 
der iäl^eitieinen*61eic^ i: w eit e r Ordnung entwickeln« 1^'s sei also 

dx dx ^-^ 

Wollte man das ante Glied dadurdi in «Itt rolbtandiges 'IJfUferetitial terWaiid 



• r 
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dals man afetzte 

./':::.;,. r(|,(^./)')'. --8' 

8 I 

SO wurde dieses zwar nicht gelingen , aber man wCM^ 
auf eine von den beiden Gleichungen 

jPf^V. Pdz ' fr. 



r *. ■ 



..^« 






dx* d» , \.^ aai/ ' '» ' 



dx dx ^ • 



;i '.' 



köiionten, woniM mäu ÜehM^ defs sich die 'fcitcgratfoii auf die etn^i^ thnlicK^eii 
Gleichung ohne zwcites'farlied redudrt, Es iot leicht zu teigeri, 'disfs' (Xb linearen 
Gleichungen allgemein sliese Eigensdiaft haben« Vm clen entwickelten Werth 



'r I ■ 

» 








von y zufindm, rau£i itiän sich liier begndgeh/blottettinrllfteildes'^ii^^ 
des in ein vollständiges Differential zu verwluideki. Ich setie jJso 

'. r (^. 3^)' = •« - öjr. . : ■'-,•';.'•;■;•■ 

WO X^ vermittelst einer GUeichong der entqi Qrdn\mpgefoii4eii wii4ffi wd, n«^ 
der angenommenen Bezeichnung >,/ ';.''' 

ist Man findet nun , :,'•.;,»..■./ 



W'^-frß-<^f%-- ••••:•■):; 



»: 
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+/^fX,Rdx'^ , • . 

weldie Ausdrücke sich nur dann in endlicher Form darstellen lassen werden, 
wenn man ein neues Symbol eingeführt hat, welches das Integral der Gleichun- 
gen zweiter Ordnung bezeichnet . . = ' '*: ''!•; ■i'ii 

Wir wollen jetzt, die merkwürdigsten einzelnen Falle betracfatra, in weichen 
sidi das Integral durch bekannte Functionen von Potenzen and Ezponential- 
Gröfsen vereinfachen läfst 

4. 
Ein sehr ausgedehnter Fall ist, wenn man in dir.Gleichuiig / / 

(..... ((1+ ao.)"" ((1+ aa;))" ((1 + «*)"V)7- ' ' ' ) = 2^., 

WO /ij , /j, n^ beliebige Constanten sind, die darin angedeuteten Dif- 
ferentiationen verrichtet. Man findet: ■ / 

wo J>^= {i^axf'^^^—"^^ . T ist, und a\ ß . . .V. . fi Gonstanten smd, 

die von /i^ , /i^ , n^ und a abhängen. Das Integn^l der gegebenen Diffc* 

reiftial- Gleichung von der m*«" Ordnung ist 

wo Ä^^ JL^^ A^ willkürliche Constanten sind. 

Man 
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iWHriidhMi AiÄnleM&iig«n l^t^'v^^tbk l<r«(ibcti>4m'^ ^Uad ■nnili:} 

setzen, und wenn man nun ^^ .,'^, 

;> tä bc^ =■■■-■ ., •^; 
setzt, so ist die DifTerential- Gleichung: .; 

^<*iV#/->^^-%z^l.Wn^iiXonstänteh>,, i^ete. «bbin^n^ und j|a4 ihfegiU ist 



DVÄrsttrtergiht iil-fö-e&^Functionen übtar, «ir«ttta>, ;*r,^iötc ii^l^nar sind. 
Wir wollen ferner eine Art von Gleichungen «htflTsvöKeh,^clreaJ|Btegrd, 

i»b|^eH^,esi<i)chiokbl<id«t|!|^.ibie]|an9t« llHpq^i)^ ypiftt«41ig,WW=fr^flsf^?', jdurct 
|V^W^a»^g|edHkk,tjwei^q<i Jkawi.i c|«ri^^ 

^ l+ö* J - (i + axT 

4>rtA-i.l)«n^gebeB«i;A«idru<!kti»fstu«Mib.|pi<^J>«f 4i^ ,.,.! ...i .jli.jj 
(1 + ät)"« ^(1 + ao;)"«-« ((1 +fla:)Vy V'.K^ V-.^'.'T^^*'^ 

bringen, wo n„, n^.^ , y^, y^^^ .^^ . . . . • >j^vM> -B, *> ^ Constanten 

sind, die von denen in der gegebenen Gleichung abnan^ionA Integrirt'män m mal, 
so wird man j^\dlMrcK| eine Function von ^^ich 'selbst upd von den willkürlichen 
Const^ntcn ausgefjjnjcU ^den , und* wenn inta Wieäerbfeft stibitSulft ;' so wird 
triaaaab 4r IRfiÜKd^fiAAeiL^it^o^^ uk^d VülUtän^ig^ ]p9Jfegrali4^ 

' ^g^cboaenlGki^hmigjifiltbaMai; /ifisüstrJedcbk.sitL'S^^Bj cia£( aq i^ie^i^ f^pfb^n 
Jelei^GimliiJKiB dtM vmigdnisö^fdlgtyida&ijeiiksnial d^ein: ,wi;igeQ Wv|f|t(^tpjrea fin 
gäbierr bnd m jFoiilnifbki hn ?l>f cbnep HngngBfiigt Tfrj^rdeni / Au( jU;ul)ipl)^,Ai*t kann 

ponential - G rofse verwandelt. c ^ r. . . ' \ , 

Ich übergehe den Fall, wo die Rfeitien vchnmelstvbÄ«tinimter Integrale 
{^integrales ddfinies) eine endliche *Jorm erhalten. Ich habe mich damit an 
einem anderen Orte beschäftiget, und.^geaenLeMarauf zurückzukommen. 
I. 19 
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Die.ReiheD^ welche, faiär. entstehen» midds Eesikitate eines 'Weniger ;direc* 
ten Ver&hreBs schon hekannt Man kann mlA^ wenn mW: lieh de« obigen Vek** 
fahren» bedi^ni» hei einem heüehigeiiGliede^ehenhleihen imd den Rest ange- 
ben. Dieses geschiehet in Folge der allgemeinen Regele und ein Beispiel an einem 
einzelnen Falle wird zur tlriäuterung hinitichen« Es sei 

so ist ; I- :? 

(n . m n^tm x 

- (n •+. 1> (n -f- 2) ^ • • • • • • T (»H- !),•,.., (Ärh2/p)y/. 

' Uni nSherangsweise den Werth ron y zu findeil'p mufs man aus den Uiin- 
ständen der Aufgabe den grdfsten und kleinsten Werth ron j^^^twiichen gewissen 

Grenzen ron x. kennen. 

- ' . .... , . , * ' ■ 

6. ■• '• • 

Üäglsföbr auf^ dieselbe Weise kann man auch die Grenzen der Taylor^hen 

Reihe finden, weim man tie als das Integral einer -paitieUen Diffierentjal -Glei- 

chutt; betrachtet ... 

Essei 

du du 

dx .dy* ^ 



/ 



so 



ist: u^=^q>y + j jT'dx oder 



Man siebet leicht, dafs sich alle partiellen DifierentiaL-Gleichmigen auf ähnliche 
-Weise ihtegriren lassen, was ich auch an einem aoideni Ofe^ in den Annales des 
maihimatiques ron G er g o n n e ausdnandergesetzt. habei Map nehme z. p. fol- 
gende zwei allgemeine Ausdrücke, auf welche sidi die Gleiihiuigen zweiter Ord* 
nung, zwischen zwei unabhängig veränderlichen &cifftäi,'fanngen lassen^ nemlich 

<i*z dz dz . f ' 

dxdy '^ dx ^ dy ' . • > ;« 

tFz dz ■ dz 



d^ -z'^+r^jF +'■'=*» 



.1 



wo/;, q, r beliebige Functionen von x mnA y sind: so kann man der ersten 
Gleichniiigyüireriii man' i •• . f 

ri'»-..:; .' . ! . . ; ■ ■ ■ , -.;> j. • . '." ■ da; ■ ; ; ' . . . 

setzt, die Form: 



' » • ■ 1 ■ . . . . ,• ■ 




dx 



geben,, und wenn y und a|> willkürliche Functionen von x nnSy bezeichneni 
Und man setzt 

n njm^ nj mj * 

so findet man ^ . , 

Ä = Th- - I -^ / mnipzdx, 

nJ mJ . : 

und wenn man wiederholt substituiii: 

Auch kann man lur z leicht mehrere andere Ausdrucke finden. ' 

.., ,Um.dcp ^i^eit^i^ yon- den bi^iden obigen allgemeinen Ausdrücken zu integri-. 

•^^ö ».•>«!»? nw; ,.:•. ... p... .;.,.' \ 

$ctzen^ >YPi9i.ejpf >rjjy[kur|iche jFunctiQn von x bedeutet. Dieses giebt 

1 o . (m z) \n dx^ 

m 0/ Ja? 

woraus*' • . • '• :'•>'-•;:•! i.iWÄ •■■■■ !:?.; .....-;•■ 

,= £7-1 r22(i vyor +i f 25/iri r^üfi r-yYY 4,-. . . . • . 

fi^gt. ' Sie tAbUMubgs'^&loheD bislä'chen sich auf or. : Diese Reihe , obgleich sie 

nur eine willkürliche Function enthält, ist, wie bekannt, jlicht. weniger ^iX^ 

mein, als eine Reihe mit zwei wülkurliphen Fufictiosien. die sich ebenfalls leicht 

finden läfst In der oben erwähnten Abhandlung findet man mehrere £fitwickei 

lungen und Untersuchkipgen. ii^bie^ eiiizehie besondere Fälle, in welchen sich 

die Reihen vereinfachen un<] sogar aoiweilen auf bekannte Functionen reduci- 
ren lassen. .n<'»M:ii-r.v. ■.';. !•.-.!. ;.; •:,., ... \^.x^\^.\.^ '-..:■ 
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tMi Szhmidten^ »er <& Inttgrati^ de^ D^trmiU 

In allen diesen Fällen wird man finden, dafs die* fotwkld^Iimg der (Uolsen 
a, /?, y, d von einer Gleichibg |Jb!^ag^;d^e:J*vg«ge^^^ ist, T<m wel- 

cher aber ein particulaires Integral hinreiqti^d is^ Im J^^Miyi <JF^ jiu ^ 

hängt ß von der GleiobuB^:. -i- . I - j . - . m- 



•\ - -.' 



ß'=:p + qß + rß* + sß^ 



•• r 
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ab. In dem besonderen Falle /> »? & wipdsdic(f€r Öleichung durch ^ = genug 
gethao; und ä^'ytind <f^wer^' leicht »gefpndeiit Dars dotificlDäte lAtegi^ ist )i^ 




)) 
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Als einzelnes Beispiel sei die Gleichung 

y H y + oar"j* + cor y = 

gegeben. Man findet ; ' " -. - > 

•^ ni — 7 a + 1 

WO A eine willkürliche Constante ia|t^t-Qei Kürpe^w^gen^sißi 



V A ^J 



'• : . ^^ ^ t- 1 .r^i»-* 



.<?.; 



sofindetman ,;.,,,.. i,,;..:, •..:..,i„ .. i:.; -.-la 



x'" 









Das Vorstehende wird ihnteicheftj'^tim die; Anwendung der Grundregel auf 
verwi<^^lter^ GldclNiiiilgen^^W dareh.Iiltäigralie ebenfall» ter^tke^t^r sättc^ 

und unter welchen man diejenigen bescyfidei^ untersuchen mufs^ welche sich ver- 
einfachen lassen. ' • ' V. . / ' ' 

Man kann sich der obigen Methode ^i^ch bedienen, um den Ausdruck einer 
Function, die man schon andersr woher ke^nt, zu Verwandeln. So z. B. läfst 
sich die Gleichung » ** - * ^' C \ • 

y' +'ö/-4- Äy* + cy" =^»0, 
leicht durch logarithmische Functionen integriren. Man fiiidetaberauck. -^ .i 'f . 
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WO k eine irillkuilklke Gonalaiite ist Setzt man dieselbe gleich MuH, sö findest 
liittl dai pJEirticuiare Iiltegral: 
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T-fl^ 



Vi' 






Ä- 
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Weldfef der aleebnischep Gleichune. 

enjtsjuicht Eben so würde die Glei^ung . , 

^•y = c + a /y Jor, 
oder [die Gleichung 

y » ^ log (c «4- ay j' Ja?) 
iauf die T^nkehning der Fancdon 

fiUiren^'Uh s. w« 
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Ueber den £ilften Grundsatz in Euclid's Elementen der 

Geometrie. 

(Von Herrn Louis Olwidr.^ 
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X/isier EiUte Grundsatz heilst: 

.',i ' ^Zwei gerade liinien GIB uad £(JD (Fi^ 7. Taf* 2.), die von einer dritten 
^„EFiSQ geschnitten werden^ dafs die beiden inneiren» an einerlei Seite lic- 
^genden Winkel BAC um DCA zusammen: kleiner als zwei rechte sind, 
r . i^trc^fien, genug verlängert, an eben der Seite ^sammen/ (Kach Loren /. 
deutscher Ausgabe .des E u c 1 i d e s ausgedruckt. I). £L) 
Da dieser Satz nicht gut vqn gelbst einleuchte^ und also nicht sowolil ein 
Gruodsiitz, als vielmehr ein Lohnsatz zu sein scheint, der des Beweises bedarf» so 
hat man sehr oft versucht, den Satz auf Eudidische Art zu beweisen* Alle diese 
Versuche : sind, mifslqngen, und es ist also nicht sehr wahrscheinlich, dais man 
dta Beweis finden wcirdp* Verschiedene Baisonneroents und Beweist mit allerlei 



Hölß-^V^F^^ngen (z;^B.-iiift »der Tdi^elldng-'tMifik Vehtitidbeiiiri^^ 
änderlichen Winkels, von Winkelraum- Grofseabki^li^llü illiitiXjflbinq^UM» 
stand, dafs alle Sätze, die auf das Axiom gebaut ;^d,.^inaiider nicht vriderspre- 
chen, müssen die Stelle eines Euclidischen Bi^eise^^vertrelen. Man kann deshalb 
dergleichen Stellvertreter des Beweises' "liicbl |;enug haben. Vielleicht findet das 
folgende Ralsonnement hier ritiö St^llö.' , , r • . i r r r 

Die gerade Lime KL schneid^ die u4pl so wird strenge bewiesrät dals der 




oder die zwischen KC und AC liegen, die AB ebenfalls scmnerden.' 

Der \Vinkel ICFsei gt^^^ch )j<^-M^)ike^ j|u«^.so schneidet die /Cilie 
AB notb wendig nicht; denn schnitte IC die ^^,^o-]|!V^4i:;e. aof^.^^ b^ 

nannten Satze des Euclides /CjPgröfsep^alj» JB^JP, welches der Voraussetzung 
entgegen ist. \ • .^ ' \ - 

Gesetzt nun, es gäbe fioch andere, durch C gehende ^evadei^ivißikif(UiJ[^fi 
welche zwischen CI und CA liegend, also so, dafs JDCF grofser als /C/'ist, 
die AB ebenfalls nicht schnitten, so ist wiederum an und für sich klar, dafs auch 
alle andere gerade Linien zwischen J)C und /C, z. B. JVC, die AB ebenfalls 
nicht schneiden werden, denn schnitte' z, B. NC die AB, so schnitte auch DC, 
der Vw^iiskdtiM^ ien%dgdii; iiSä*'J^Bin6llnt4lidig,l«tUen («ftja tioihinikS nptUiK^ 
dig die AB schnitt, wenn AB vomK'Cf^eimffcn wurde. 

Das Geschnittenwer^<|ej^ luid J^fichy^ges^hnittenwerde der Linie 
AB von geraden Linien, die durch C gehen, kann also, wenn die Winkel, die sie 
mit Ci^ machen, von zwei rechten an, allmälig abnehmen, nicht abwechseln^ 

Nun giebt es aufser Geschnittenwerden und^iclitgiSchttit1chirl*rd*rfftltiyfe 
Linie Jr 5 kein Drittci." Mo nnify e^'iAkliWtti^^c«!^ i^ 
welthe'diirth Cgehtj»g*l)f*fr, Mrl^Äi i^GWhnddf^,»ttiWl^«üglöicte mit t^lp:. einen 
WiiAW Tfibcht, dei^^s^ iktBli'IiSI^=^j^AF. "^t^ltie^kMeieri^ei^ . 

Alict^ ^'Ä^kantt 'öhHfe^Etide *<^e¥lJhig<ii't'i*^d*^^ K 

von A liegcMi mpg, Irfime^ nöfcH'^fe.Pmitt^ilf'ih'l/ijff^Wj^^ noch 

weiidr orrtferttt' ist, urid^^älsW ilhtti^ ti6c^ »ti«e ^i^d^lSnU'MC,^^^^^ 
liodi AB Scllnoiclet **rid-' ^ 'tücHd b^wrfsetv''*iit»*bi»^^dt1^^ W^inkW 'MG^F 
macht, der gi*5ß6r'israls-/Ci'±i''Bi^ '"•'' '' '^^ J^* >n.r.; :. , ;.! - i.. m, 1i..| 

Folglich gielit es Mtit fetite" gtt^irdi<L4hib/«*^^i«!»^ihriittei iiöd dSei^rf- 
gleich mit CFeih^r^^^aVit'rmyfiikA'i^^^ I€F^t^B!J^'F)ikt^ M^ 

lieh 



% 



0Wi^, Oer Joi Mäße Eudi£sdie. Axianu 

lieh eben so ven^ ^ine «rste gerade Linie, die sie jiicht schnitte, upd die mit 
CF eirteni^i^MeT miclife; <^ir g^^^ ' ." ' "' 

Folglich schneiden alle durch C gehende gerade Linien^ die mit GF ^tü 
grofseren Winkel machen, als ICF^= BAF A\e AB nothwendijg; dislieifst: 
jede zwei gerade Linien AB und Cl>,. die-\on der JEJP so eeschnitteij werdeHi 
dafs die beiden inneren, an einerlei Seitf liegenden Wihkd'JB^(!? und "*jDC -4 
zusammen kleiner als zwei rechte siiia, frefl^n:, genligsam verlängert, nothwendig 
an ehen der Seite zusammen ; welches der iKncIidische Grundsatz ist 

Ich gebe das Raisoiiement, wie ich schön erklärt, nicht för einen 'Beweis, 
sondern theile es nur als' i^itie Züsammenscftzimig von Schlüssen tnit. Es' wira dem 
Leser vielleicht Vergnügen machen, dem Raisonement einen Beweis der Unzu- 
länglichkeit entgegen zu setzen. 






>: ' •>■• •■ .'■• 



V 13. • 

« 

Auflösung einer mechanischen Aufgabe: ' * ' ' 

Qfm Hchm N. H.\Sel.) 

« 

!'''■■ ' " 

Es sei BDMA (Fig. 6. Taf. 2.) eine beKebige Cürve. B€ sei horizontal, CA 
vertical. Ein Bunct bewege sich, von der Schwerkraft ^getrieben, die Cune 
BDMA entlaujg, und habe seine -Bewegung von einjen^ beliebigen Puncte D 
angefangen. DieZeit, in welcher er vonD nach dem gegebenem Püncte^ g^latigt, 
sei r, die Höhe Jl?^ sei o. Alsdann wird r eine gewisse l^nction von a sein, die 
von der Gestalt der Curve abhangt;-- Umgekehrt wird die Gestalt der Curve von 
dieser Function abhängen. Wir wollen untersuchen, wie man mif Hülfe dties 
bestimmten Iiitrgrala (m/^ö/^ d^ßme) £e Gl^ifi^hujOg det* Curve fmden 
könne, für welche r eine gegebene stetige Function von a ist. 

Es sei AM= s, AP = o?, und t die Zeit, in welcher der bewegte Punct 
von D nach M gelangt 

Nach mechanischen Regeln ist —=■^(»—'0:), also J/ = — jr^ r. 

Daraus folgt, wenn man das Integral von o; =s a bis ^ ^ nimmt : 

/" ds ._ /" ds 
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Abel, Ai^ßsmg tnee medmiathm A^gAt. 



WO c B. anrch I Jbezeichnet wsa, daüi dlie Grenzen des intepvli 
die gpg^ebene Function« so ist 



g s^ durch 07 ausgedruckt. 
:huqg wollen wir die allgi 



^"=/: 



annehmen, und aus derselben s durch o; suchen. 
Es bezeichne r (ja) die Function * 



so ist bekanndich 
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wo a und ß beide grofser sein müssen , als Null. 
Es sei ^ s= i — n, so £ndet man 

woraus, wenn man z ^^ »y wiaX, 

Ca-*«)" "" r.(a + 1 — »^ 
folgt . V ^ 

Man mültiplidre mit jrn und nehme das Integod von a = bis 

(o? — a) " 
a = 07: so findet man 

/" ria r^ z'^'^dz ^ r(a)r(l— />) /"' a°'"rfa 

Setzt man a = orjr, so findet man 

/" a'-"Ja __. r* r'"°^/y _ ^a T(a~n+Or(») 

folglich 



Jiel, JuflSaa^tim mmkm'uhm Jufgaie. Uff 

(* — a) •/o(a'-*> r(a+i; 

Nun ist, einer bekannten Eigensdbaft der Function r zufolge, 

r(a+ l) = ar(a); 
also findet man , wenn man subsidtuirt: 

Man multiplicire mit atpada, und integrire nach a, so findet man 

/*' dx ^* (ffpa.az'''*da) dz ' ,' .n „, 

* ... 

Mai^ setze 

Das Differential Wervoii ist . 

also ist 
folglich: 

oder weil, wie bekannt, < 



r(n)r(l -^/i) ==-: 



TT 



sm nie 



, . sin jwr /•* rfa C^ ftdz 

Mit Hälfe dieser Gleichung läfst sich aus der Gleichung 

, tpa =i I : n , ^ leicht finden. • ^ 

t/o (a — ^) 

Man multiplicire nemlich diese Gleichung mit . -— ^ ^^ , und 

nehme das Integral von a = bis a = o?: so findet man 

• • • ■ ' 

sin mt /•* ya . c?a sin nie /** irfa /* * rf^ 

~^^J (f^ - »)*■" *■ . '^ J , (^ - ay- V o(a - ^)"' 
also, vermöge der Gleichung (f.): 



sin nir /** gpa'Ja 

^J,(^-ar" 
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156 ABel^ jiufiSsimg iiur nrnAoauthm Aufgabe. 

Man setze nun n = 1, so ist 



/. 



und 

cpaJa 






/: 






Diese Gleichung giebt, wie bekannt, den Bogen s durch die Ahsclss^ x^ und 
folglich ist die Curve nunmehr völlig bestimmt 

Wir wollen den gefundenen Ausdruck auf einige Beispiele anwenden. 
I. E3sei 

ya = a^a + a^a + a^a " = s ^^aa /, 

so ist in diesem Falle der Werth von 5 

Setzt man nun a = xy, so ist 

oder, weil 

Wenn man z. B. mssO, ^^ = 0, das heifst, 3ie gesuchte Curve isochron 
annimmt y so findet man j, 




V(S)^''M=w<ry(S) 



2a 



und s = — > /"o? ist bekanntlich die Gleichung der Cyclo i'de. 

II. Es sei 

9)a von a == bis a = a^ , gleich ^^a, 

9)a von a = a^ bis a = a^ , gleich g>^a, 

g)a von a = a, bis a = a^ , gleich 9^a, 

9 a von a = a^_^bis 3 = 8», gleich y^a, 
so ist 




A^^l, AufUkuDß mner irmrfumfsekm Aufgaben V6ß 

^s=il -y^ \f zwischen o? SS und ^==ao' • 

^ *tf CD a #1 ^ A*^ ci) a i^a . ^ ■ * / 
««=r| - J? ■ — r+ i - Ti ' — r, zWiscfaai jC = a, und d; == a, 



«5 



^ f^'ma.dA /**»ö);a.rfa . /*'o)a.rfa . , j - 

= f -^? r+ I U . ^ + 1 -?f: r, zwischen arssa, und j? Äa. 

• •• ■ . 

/»*o y„a.rfa /»»' y.a.J a ^ /*''^-«y „.a.<^a _ /*' y„a . Ja 



zwischen a:= a ^ und o; s^a^i 



wobei zu bemerken, dals die Functi<men q)^a, 9^3, cp^a 9^a von der 

Art sein müssen , dafs 

. 90(0 = 9,(0» 9,(a|) = 9,(0; 9.(a.) = 93(Oi ^-s-^«^- 
ist; denn die Function ya mttfk nothwendig stetig sein. 
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16. 
der Hebelwage von QuinteoRb 



Im Bulletin de la socidti d^encouragemerU Nr. CCXXXIV^ ist die fon A. 
Quintenz in Strasburg, im Jahr 1821 erfundene Hebelwage {Balance ä bjos- 
cüles portntipes) von Francoeur beschrieben. Die sinnreiche Anordnung die- 
ser Wage verdient hier eine nähere Auseinandersetzung. 

An einem Wagebalkeii BD (Fig. 6. Taf. 2.), welcher im Punkt A unter- 
stützt und iim denselben bewe^ich ist, befindet sich in ^, eine. Wageschale, auf 
welche die Gewichte zum Abwiegen der Last gelegt werden. In C und J9 sind 
Stangen CM und DR ang^b^cht, welche um C und D beweglich sind; Mit 
diesen Stangen sind zwei andre MJV und RE dergestalt verbunden, dafs die 
Stange jR JE in JF ciiie Unterstützung erhält, um welche sich ER frei herumdre- 
hen kann. AnfERy in F, ist die Stange JPA' angebracht und in N mit der Stange 
MN verbunden. Auch sind in AT, R und N Gelenke angebracht. 

Vorausgesetzt, dafe für das Gleichgewicht die Stangen J5D, il/iV, RE wa- 
gerecht und CM, DRf NF lothrecht stehen, und auf die Stange MN^ unter 
welcher man sich auch eine wagerechte Tafel vorstellen kann , eine Last Q ge- 



Kti^ E....The&tk der BdbekiH%ä0mQmimi4wk 

setzt werde, mit welcher das Gegpngewichf P in der Wagesdiale bei J iM Glei 
gewichte ist, so setze man die Abstände AC:=a, jiD^=h^ AS^^C^ jßjp'fSa, 
JERzizß, MQ = m und QJV=fK Werd^ mm die angrbrachieg Stangen 
nebst dem Wagebalken al^ mathematisdie Hdbd- angeseWÄ, Bpd M^p selcf Jeff 
Druck Ton Q auf il/= M, %Mi N^j^N und dm Drack von 19 auf Asss jft, so 
erhält man för das Gldchgewicht zwiscben P und Q. 

iysg ■ ■ ' V , und .Jtfaa 5k^^ 

Femer werde Torauseesetzt. da6 t ==^"3 sdj sa findfet man. wefl^ dei^KtWl 






aufF=iV^ist, 



a ., a 






Am Hebel J5D ist der Druck aufJB=P, auf C=Arund auf D=jR, daher 
rP = ailf+ ÄjR, oder ^^ 

rP = — -r^ + , . ^^^ = a — — — Q, oder 

cP =^ aQy fiir das Gleichgewicht zwischen P und Q. 
Weil die Werthe m und /i aus der Gleichung wegfallen, so folgt hieiaus, 
dafs es gleichgÄltig ist> anf welchen Puncto des Hdkels JlfJK die Last Q %es0t 
werde, weil das Gleichgewicht dennoch nicht aufgehoben wird. Auch kann 

man AD = b und ER = ß willkürKch annehmen , wenn nur t = -s unver- 

. b p 

ändert bleibt 

Wird das Gleichgewicht aufgehoben, so dafs P steigt und Q sinkt, so Pfer- 
den, wenn diese Senkung nicht beträchtlich ist, die Puncte ilf und R eben so 
tief sinken, als C und D. Nun sinke ü/ um die Tiefe t^ so i^ die Senkupg von 

jR = ^ , und wenn Ä'um -p sinkt, so mttfs F atff die Tiefe -p • ^^i sinken, 
6 6 . 6 a 

oder es sinkt Z', also auch JV^ auf die Tiefe /. Eben so \iel sinkt M, daher bleibt 
MJV wagerecht, wenn die Last Q nicht beträchtlich sinkt 

Die beschriebene Hebelwage hat daher die Eigenschaft, dafs es gleichgültig 
ist, auf welchen Punct von MIV die Last Q für das Gleichgewicht gesetzt werde, 
und dafs AfiV^bei einer geringen Senkung dieser Last wagerecht bleibt. 

Gewöhnlich nimmt man - = ife; dies giebt P=z^ Q. 



4h4Jt «KfWMM^ fiAm^iul^Fomef. JHß 
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Formel ein einzelner F.9II ißt. 

(Von Herrn Ifi H. Abel) 



JJer Ausdruck ist folgender: 

jL JL • ^ 



n,n — 1 



.^-Jii±0 a(a^^^- YorTh^^)--'^ 



i . 2 fik 

j «(<*- (o- OßY^'i^+in^ i)ß) +<* (fl-nß)"" . 

o;, a und ^ sind beliebige Grofsen, nkt eine g«4^»e tpositWe Zahl. 
Wenn n ss Q J so giiebt der Ausidrudc 

wie gehörige l^un kann rnua, wie folgt , beweisen, ,dafs der Ausdruck, wenn er 
für 71 = m Statt findet, auch (lirn = m + i, also allgemein, gilt. 

Es sei 



m-i 



+ j<^(a-(m+i)0^-'(a;+(:m^i)ß)r*-a(a-mßT'\ 

Man multipfidre mit (m + i)da; und integrire, so findet man: 
(^+ar*'=-s'*'+^ aOx>+ßr+ ^^+ ^^ a(a^2ß) {x+2ß) 

H -T — a(a — mßy^''\x+mß) + Cy 

wo C die willkürliche Gonstante ist. Um ihren Werth zu finden, sei 

so geben die beiden letzten Gleichungen: 






-t 



+ ^^t^ (m--ir"^a(a~2ig)^"^ ...l + C. 

MultipHcirt man die erste Gleichung mit (m + 1 )/?, und thut das Product 
zur zweiten , so findet man : 

C—{a — (m + i)ßf^' + (m+ l)/5(a~ (m+ i)ß^ ^ oder :'^^ I 

Daraus folgt, dafs der zu, beweisende Ausdruck auch für n = m + 1 Statt 
findet. lEr eilt aber für n = 0; also gilt er auch für n == 0, 1 , 2, 3 etc., das 
heiGt: für jeden beliebigen ganzzahligen und positiven Werth von n. 

Setzt man ^ == 0, so bekömmt man die Bihöimnau-Fomiel. 

Setzt mah a s= — o?, 5o findet man: , • ., a 

= 07 — 7a?(a? + ^) + 5 x{x+2ß) 

n . (u — 1) (n — 2) , o\«-« 
2 3 — ^^C^ + 3/y; .....;...,;. 

oder, wenn man mit o? dividirt; 

0=07 — T(a?+^) H 2 -(o: + 2/5) 

n . (» — (ra— 2) y . „ ^.-1 
y^ 3 (a; + 3^ ......... 

Wie auch sonst schbn bekannt ist; denn das zweite Glied dieser Gleichung ist 
nichts anderes, als 

(-ir'A'(--), 

wenn man die constante Differenz gleich ß setzt. 
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Stiiniti g^miirkdte BHrathhi^tiu ^\ 
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£^ge geometrische Betrachtixngeni 

{Voa 'Herrn Stator,') 









r}1^ m <{efi naichstelMideH Piimgrarpheii' syng^fiui^en BetttklhHihgeii en&alten 
die Gnmdfcige der geometnscken- IJiitetimchattg üb«r da$ i^ch der 

Kr^i^e. Ei lassen sidi darauf die Auflosüngeo fast aHei« Aufgaben iSIn^r das 
Sctin^idenr i»d Berühren der Kreise entwickeln , und zwair ift den ineisten Fäljeri 
iehr einfach, auch wird durch sie oflt zwischen mehreren Aulfgaben, Weldie atff 
den iorsten Anblick keine Gemeinsch^ zni halben scheiticAnr, * c^k gewisser Ztisaih-^ 
menhang sichtbar. Zwei indere^ eben so erfolgreiche Gegtsnstlteide, bi^diidei^s in 
Bezii|^ at^<iieOarven utid^ flächen zweiten iGrades, und in Bezug^'auf^e ^c^eiuam- 
ten l^Mnsmen^ und die'nieisteh Sätze, welche .nian gewöhnlich durdi die TU^iti^ 
der Transversalen zu beweisen pflegt, sind die harmonisch« Proj^ortib'iMibijl 
die perspectiVische Pro^je^ition. » ..' i i 

Vor etwü drei Jahren si&sScK der Verfasser dieser Abhandlung, ztfTsSIiger 
zur Besdiäftigung mit ^er Aufgabe': i) diien Kreis zu beschreibeaQ ,' wtf«^ 
der "drei andere, gegebene Kreise berührl; 2) mit der 'Malf attischen' Au%^j>e 
(t4); so wie>*3) mit dem XV. Theorem im IV. Buch ^er Collect mathem. vori 
Pap'pus;: uod 4} mit 'verschiedenen Pörismen uhd der' ^ein geometrischen Be- 
trachtung der Gurven und Hächen zweiten Grades , angeregt. Den Pappischeh' 
Säte iannte: er nur ohne Biweis^ eben so die Malfattische Aufgabe ; von der eN' 
sten (1) jedoch die Vieta*sche geometrische Losüngi 

' Der Verfasser pflegt in der Regel nicht eher iiber eine Aufgabe oder über 
emen Gegeoistand weiter nachzulesen , ' bevor er nicht selbst eine Auflösung öder 
Sätze darüber gefunden hat, um alsdann seiiM Resultate mit den schon vor- 
handenen zu vergleichen. ' ; 

Dieses fand auch bei den eben genannten Gegenständen Statt; ^ias Besfa^ben 
des Verfassers war, z. B. bei den Auflösungen der verschiedenen Aufgaben über 
Berührung der Kreis^ den ihnen zum Grunde liegenden* gemeinschaftlichen Zur 
sammenhsngzu findaa. 

Den Satz (2), „dafs der Ort der gleichen Tangenten zweier gegebenen Kreise 
eine grade Linie sei," hatte der Verfasser schon bei einer frühem geometrischen 
Untersuchung gefunden. Die Bedeututtg- der A e h n 1 i i h k e i t s p u h c t e (7) und 
I. 21 



fj^ Steiner, gepmetnsche BetrqqhUqigeUf 

der gemeinschaftlichen Potenz (11) zweier Kreise , wovon schon hei Fappus 
undV i eta sich Spuren finden» lernte er.^rch ihre, von ihm gefundene vielseitige 
Anwendbarkeit erkennen. Mittelst der Anwendung dieser drei Sätze offenbarte 
sich ihm nun der gesuchte Zusanimenliahg ' der ' verschiedenen ' Aufgaben über 
Berührung der Kreise, welche er sich vorgd^gt hatte, nebst einer Menge diamit 
in Verbindung stehender Sätze. 

Als nun. dar Y^einf^sser s^uEien Gegenstand euugdnnaliieaerM^Qpft:^ 
^salbte, sah er sicti auch nach Demjcinjgai mm»' waai Andere gethan. Er sah» dtCi 
die Frao^osea nicht nur isinen ^ofsen'Hieil der von ihm gelöseten Sätze und A«^ 
gaben sjchon JbiesitzeB ; sondern augh bei den Beweisen und Auflösungen aidi fm^t 
allenthalben d^tsdben Mittel bedient haben, wie er^ . In .Hinsicht der Anwendung 
der harmonishen Propordön und der perspecitivischen Protection auf eine grofso 
Menge geometrisdier Gegenstände« (besonders aufdie Curveü und Flächen swein 
ten Grades» die Porism^n ü. s. w«) iand er: besonders: bei, Poncelet( Traäd des 
prt^nelds^prpjectipts deS'figwres*)i^ sowohl viele -seiner Sätze, als: auch denselben 
Gang, der Betrachtung. 

Für die Versicherung, dafs der Verfasser Dasjenige^ was die Franzosen iik 
djiies^ jpplnsicht gethisii)» vorher nicht gekannt habe, hofft .er, werden nicht -allein 
dJLejenigen seiner Bekannten, welche, bei täglichem Umgänge mit ihni, die Enfer 
stehu^g und Entwicketung seiner Arbeiten beobachteten, sondern dem Sadn 
kepner infird auch schon die umfassendere, allgemeinere Entwicklungsweise ili> 
den Untersuchungen, aus ; »welcher nicht nur alle jene. Betrachtungen^ sondert! 
auch eine groüse Meng^ neuer Resultate von selbst hervorgehen, ein Zeugnifs 
al>lega:i. So hat er.z. B^-die UMersuchungen über Kr^e und Kugeln auf die. 
Weise verallgemeinert, dafs die Winkel, unter welchen dieselben sich schndt* 
deuy betrachtet werden^ u> dafs die Berührung nur als ein spezieller FaU des 
^chneidenS' anzusehen ist, nemlich der, wo der SchneidungswuaJcel = oder 
= 180^ ist Und zwar löset er durch Hülfe der in den nachstehenden Paragraphen 
(I. n. in.) entwickelten Lehrsätze nicht allein alle die verschiedenen (Apolloni-* 
sehen) .Aufjgaben über Berührung der Kreise und der graden Linien etc., sondern 
noch weit mehr Aufgaben über das Schneiden der Kreise; wie z.B. folgende: 

^ „Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei der Grofse und Lage nach ge-* 
gebene Kreise K^, K^, K, respective unter den gegebenen Winkeln a^ y a^ > a, 
schneidet." 



*) Mao sebe $• 96* des ^ HeAs dieses Joaraak* 



j . .s^^en Krei^ ffC||bf#ch|neÜ>€;Bi wddber tier^ de# GroÜMI und Lage feiacL^tge^ 
bene Kreise unteiR eiiterlei Winkel M^hpeidet" U. j. w- ..*./.:. 

:; iXJn4 anra^.irerdeil ^Iq 4i^se Aufgadben ebeosewohlbei; Kreisen/ »die ia einer- 
lei. .Ebene», als bei/^AMiif die ia einerlei KugeUäcbeliegeDi. gdöset Ferner 
fTfarden analpge Aufgaben beiKiigeln im Räume gelpset» als z.Ji.i 

9» Eine Kugel zu beschreiben, welche /vier, der Gröfse und Lage nadi gjcgebene 
I^i^p. JC,, ,|C^ H^ i^^,^i^eGÜve upter dim gegebenen. Winkeln a^fa^^a,, a^ 
schneidet" • . 

,,Eine Kugel zu beschreiben,. Welche £iinf derGrofse una Lage, nach gegebene 
Kugeln unter einerlei "Winkel schneidet** U. s- w- :,..;, 

Nach dem frühejcn Plane de.s Verfassers sollten seine geometrischen Unter- 
suchungen ein zusammenhängendes Werk ausmachen; allein bei der Ausarbeitung 
fand sich, dafs ßs zu ausgedehnt werden wurde; andererseits war es ihm bis jetzt 
noch nicht .mÖ£^ph,.sein^, Untersuchungen em 4>estiiniptes: 3^c(l zu setzen, iweil 
aich^ ^€|selben noch tsi^iqb erweitei;ii und auf neue Gegenst^pde anwenden* lassen, 
so.dafs bestimmte Schranken depi^reienJEntwicke^^ des Gegepstandes nur nach? 
tbeilig ^dn wui;de];t», Ber .yeifassegr wird daher erst einen Theä davon,, welcher 
; ^Das Schfieidea ^mi|t^.Emsc^ derK^reise in deF*£beae, 

das Scheiden der Kugeln im Räume, und das Schneiden der Kreise auf der 
Kugelfläche ** •"* /' \. 

eQth^tei^ s^\ ,^^.c y^tfRUchungep . schon Tor zwei «JTalxren bandet waren, und 
deren Ausarbeitung zum Drucke gegenwärtig beinahe vollendet ist, in einem Bande 
von etwa 25 bis 30 Bogen, j||jerausgeben, und wenn dif^e^* erfte Theil einige Theil- 
nähme findet, die übrigen Untersuchungen nachfolgen lassen« 



■ '» . ' • ' : ■ . • '.'.■; 
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< * 



§. I. Yta^d^ P()i(«iiB bei Kreisel, die in eitterlU Ebeiae liegcin. 

1. 

• . . ■ . .■•«.■■.• ... ' . 

Wenn die geraden Linien Mm upd JP.(x|(Fig. 8.) aufeinander senkrecht 
stehen: so ist fiir jeden beliebigen Pumpt P des.Peqpendikels PG,, wenn man 
die Puncte m, ilf als ^c^eben betinchjtet: 

das heifst: 

„Der Unter^diied der Quadrate .der Abstände aller Puncte P der Senkrech- 
ten PG von zwei > gegebenen Puncten ilf,m ist eine unverindeiiiche'GrSlse, 

21* 



IM Steimer^ 

• * . • • 

navKdi {^eicii 'ian XkäenAatAe der Qoadraie der AbMlnde MG, mG d« 
Senkrediten PG von den gegdbeoen Pünclen Jlf, 7»1* ^ fiSertiüs fitJgt: 

^Da& der geofliietnsche Ort eines Panels P; für trdchen der Untendiied 
der Qnadrate seiner Abstände tod swcr gegebenen Panden M, m ^ich ist einer 
gegebenen Grofse o% eine gerade Linie PG ill, 'wdcbe «of derjenigen (Mm), 
die^e gegfebencD Pnnde veibindet, senkrecbt steht.* 

Bezeichnet mmt den Abstand der ec^ebenen Pttide Mm toq tkuuiät 
durch a: so ist 

MG^mGr=:ajaiMG^^mG^^^. 
Darans fdgt: . 

. ilfG=:£+ü! „nd mG = ^^\ 

In den L^hrb&herh' der Geomefne findet inan folgenden Satz bewiesen: * ' 
„Werden ans eiiiMi, in der Ebene eines Kreises Jltf^ (T%' 9. ) wiDkfii)ic£ 
angenommenen Pdncte JP, gerade Linien PAS', PCD\ •••••• ge^ogen»'£e 

den Kreis sehneiden : s<y ist das Prodnct (Rechteck) ans den Abstaifden desPonfcls 
TOO den Durchsc^faidttspuncten der schneidenden Lmien ieiiller beständige Qrolse ; 
d. h. esisl 

PAxPB^PCxPD^ " 

Dieses Pmuet; för einen bestimmten Pnnc^ in Betug au^^Anen gegdbehen 
Kreis^ soll » '• ^ 

„Fo^tenz des Pnnets in Bezog auf den Kr^is,*^ 
oder auch umgekehit: 

„Potenz des Kreisesin Bezug auf den Punct *y heilsen» 

Femer wollen wir sagen: Die Potenz eines Puncts, in Bezug auf einen 
Kreis» sei äufserlich oder innerlicl^ je nachdem der Puoct auiserhalb oder 
innerhalb dos Kreises liegt» 

Liegt der Punct ,P aufscrhalb des Kreises M^ (Fig. 9^): so ist seine Potenz 
gleich dem Quadrat der^ aus ihm an dfen Kreis gelegferi/ Tangente PI! Die 
Potenz eines mnerhotb des Kreises M Kegendeh Puncts ^ (Fig. 10.) ist gleich 
dem Quadrat der halben kleinsten Sehne QC; durdi den gegebenen Punct 
Bezeichnet man den Halbmesser MT, MC des Kreises M (Fig. 9, 10.) durch 



^ Die Afcen nsnrif€ii d^a consCimteii Inbilt Hes zwifcBM der Hfperbel oiid ihrta 
Afjoiptftcn beacbridbtacn Psrailsloinaiaauif «Poftas der iiTpevbeL*' ^ 



% 
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Jt/M Mt^ viint^^t» te^\J9lk^^nXiTÄe(kiSlTPi MQC, die Potenz des 
atifserhfeJb'des Üjreises'iliegenden l^unct^ i^, ' 

«od die Fottoe 4e3f innerhalb iles Kreises liegenden Puncts Q, 

Hieraus folgt , dafs Puncte » welche gleich weit TOm Mittelpunet eines Krei* 
K^^fTeriit sind/ in Besng auf ihn gleiche Potenzen haben. Fällt ein Punct in 
^e 'Piskipherie eines Kreises,' 'SO- ist seine Potenz =3: O; und umgekehrt, jeder 
Punct, dessen Potenz ki^ Bescug auf einen gegebenen Kreis s ist, £egt in der 
Peripherie des Kreises. 

; .; : Wenn.ilf,. m (Fig. &}. die . Mittelpuncte zweier Kreise ifaf, m smd, deren 
J^Uuli^n durch, iit, r/bezeichnet ffcfrden mögen, und P ist ein Punct, welcher zu 
beiden Kreisen gleiche und gleidiardge^ d.h. in Bezug auf beide Kreise zugleich^ 
aU|&eriiche oder zu^ich innerUchiC Potenzen hat, so ist entweder 42 ); 

a)i»fP*— Ä* = mP'— r\ 

oder • • > 

B) JR'-JtoP'zzr r^^mP\ 

Aus ISeidieda ft)lgi: ^ 

d. fi.: ,iDertJhterschied dei* OnJadeate der Abstände des Ptmcfs P ist unfef'der 
vbätuisigesetiJtehBedingOT^ ieiilem^ Grofsc (Ä* — r*), ncmlich gleich 

Bfehi UhtersSchied der QüadhiAe der Radiert- dfer gegebenen Kreise M, nu^ 
Hieraus folgt nach (1.): 

„Bafs der Ort rin^yPninctS'P,' welAer sin zwei gegebenen Kreisen il/, m 
gleichärdge und gleite Potenz hat, eine gerade Linie P6r ist^ welche auf der 
Axe ilfm der Kreise senkrecht ^eht' 
'^* Wegen dieser. Eiglenschaft der geraden Linie PG soll dieselbe fortan: 

„Linie der gleichen P'ötenzen der Kreise itf^m" heifsen. ' 
^ ' Aus dem Obigen fofgj: noch als Zusätze: 
^ • „Dafe Ersdfch die genniriiischäftliche Sehne zweier Kreise, und 

„Zweitens die Linie, welche zwei Kreise in einem und demselben Pitinef 

• • * . > 

berührt, ' zugleich die liniö ibr^r gleiehen Potenzen i»f. " 

Da nach (2.) die Potenz eines aufserhsdb des Kreises Kegendien Puncts 

^ch i^ ''dem Quadrat' det Tangente, aus* dem Puncte an den Kreis> so folgt 

* ■ } 

femer: 



IM St einer p geameimche Beiraekimgß^ 

* 

»iDaff der geometrische Ort eine$ PiuM^..JR4.4wif, irdiktm die ISi^Eigenjteii 
an zwei gegebene Kreise M, m, einander ^ck Aindy eii|e.«ü£der AxeüfiTi der 
Kreise senkrecht stehende gerade Xinie P'G iat**" ^ 

Beschreibt man mit einer der vier Tangenten» iais: dem Pwct i?. an die im- 
den gegebenen Kreise einen Kreis P, so schneidet derselbe die beiden gegdlie- 
nen Kreise rechtwinklig, und es folgt femer: ^ - . . > \r* 

>^Dafs der geometrische Ort des Miftelpunct^ P eines Kreiseis P, WiAdkfr 
zwei gegebene Kreise M^ m rechtwinklig sdineidet, eine; gerade linie JP'Cr v^ 
weldie auf der Axe Mm der gegebenen Kreise senkrechC stdit ^ . . . . 1 



• * r 



Es seien 3/^, Af^, M^ (Fig. U.) die Mittelpuncte dreier, der Grofse und Lage 
nach gegebenen Kreise M^, M^, M^. lax' je zVei der gegebi^nen Kireise gebort 
nach (3.) eine lanie der gleichen Potenzeii. Wir wollen diese drei liinien, inri^ 
t'elst der den Kreisen zukommenden Zahlen, und zwar durth i(i2), /'(13), /(2S) 
bezeichnen, d. h. /(12)^ bezeichnet die Linie ddr gleichen Potenzen de)r beiden 
gegebenen Kreise ilf,,il/g, u. s. w. 

Derjenige Punct, in welchem sich z. B* die beiden I^nien /(12), /(l3) 
schneiden, und welchen wir durch p{i2Z) bezeichnen wollen, hat, vermöge der 
ersten Linie /(12), zu den beiden Kreisen il^^^ ü/^ , mid vermöge der andern 
Linie /(13), zt^ den beiden Kreisen il/, , il/^ gleiqhe ]Rotenzen; mithin hat er zu 
s^en drei gegebenen Kreisen M^^M^^M^ gleiche Potenzen > i^d folglich g^t 
auch die dritte Linie /(23). durch den genannten Punct^(1.^3). Daraus folgt 
nachstehender Satz : , . 

„ Die drei Linien der gleichen Potenzen, welche zu drei gegebenen Kreisen, 
paarweise genommen, gehören, schneiden einander in einem und demselben 
Punct /7 (123)..'' Wir wollen diesen Punct ./?.(123).hinlart 

yPunct der gleichen Potenzen der drei Kreise M^fM^tM^ nennen. 

Liegt der Punct p (123) aufserhalb der drei gegebenen Kreise 3f,, ilf^, M^ , 
so folgt au5 ( 3. ) f dafs die aus ihm an die Kreise gelegten Tangenten einander 
gleich sind, und dafs er in diesem Fall der Mitt^lpubct eines Kreises ist» welcher 
die drei gegebenen Kreise rechtwinklig schneidet : . 

Da nach (3.) die gemeinschaftliche Sehile zw^eier Kreise, zu^eich die Linie 
der gleichen Potenzen derselben ist, so folgt fenier: 

„Dafs wenn drei beliebige Kreise M^,M^,M^. (Fig- 12.) einander schneideii^ 
dafs dann die drei Sehnen AB, CD, EF, welche dieselben paarweise mijt eip- 



ander gemein haben ^ sich in einem und. demselben Puncte/7(123), nemlich im 
V!iWCteiider,^aichepjPQtepzf|i d^dt^i.K^ Und: r ' 

i.^i;' ^daf^-ll^<I^lidr9i.)>#Uij^ige|(Jrwe einandär benihreov da£i altdann diei*in; 
dab. dffti 'BerßbrongispuAttfd . aw di^iKieise gelegiea Tangenten » in ' einem 4ndi 

dwiseIbenPun0l^zus^n7iA(ntc^^£bi«*?i^>^ i./ 
1 ,lJQKei^iM*fp)gWifen)^o^M3hs(eh€n|^ r 

,(. . «W.erdc^ twe;, dfer.GWtfse iwdLa^ 

lOH iIg!end'ei^Qm.l■E91kfisU<ibeo:la^ sb ist der geometrischem 

Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Sehnen £jP^ CD, welche; der -letx^ 
ter^.tCrl^is idit jefien ftieiden. gemcun hat» 'eine gerade Linie, welche amf disr Axe 
JU[^ Jlif^i der- >gegebene9>.Krdise senkrecht steht^ . . 

/lii! !Ni9mlichl.4er; Ort db» gemannten Durdiachnittspiuicts jP ist die Liüie • der 
f^mhi^lRQM»^l^i2) :der;Jbeiden gegebenen Kreise. Man ^ieht leicht, vrie^ 
sich hieraus die Linie der gleichen Potenzen /(i2) zweier gegebenen Kreise 
Jfv, Afi. finden läf3t 'Jeratr; v / 

' > • ^ Werd^ aiif!ei der LiEige iuidiGr3fse nach gegebene Kreise M^ ^ M^ ^ (Fig^ 1 4.) 
ttHifrgend dbenl^willkuriiohen^Korieisci itf^^ Iberühr^ und man legt in des beiden 
Beruhrajagspupcteti A, B Tangenten i^iP^ BJP an die Kreise: so ist der geeotte- 
triscjbe Ort desDurdb^chnitt^puncts JR der bteiden TangMten, eine auf der Ai^ 
M^ it/,\denge0idbeiti^ii Kreist isenki^oht stehend grade Linie P&^r nendich^ die 
Linie der gleichen Potenzen /(14) der beiden gegebenen Kreise M^ i M^J^ 
i',/J)ui>cb;IJqik«hi^ dieies; let^teh Satzes folgen nächstehende Sätze: 

i ... i^Xii^gt tnanaui^eineif),. in »der 'Linie der gleichen Potenzen (PG.) zweier 
gegebenen Kreise il/,,ilf^! (Fig. 14) Willkürlidl angenommenenPunctejP, an joden 
|Q:(M'4we'TahgeQlci^ so berühren! diese Tangtoten die- Kreise iii zwei Puncten, 
in welchen sie auch von einem bestmimten Kreise berührt werden können«** Legt 
OMii aho ausr ^MmJRvoxleP die vier iTaikgenten PA, PB, PC, PD, Welche 
die beiden gegdbendn &eise. ilf^ .M^ in den Pnncten ^^ B, G, J) berühren: 
sc^ können die Kreise ilff^M^ von einem b^himten Kreise (il/^) in den Puncten 
Af B, Von einem andern Kreise in den Puncten C/D, von einem dritten Kreise 
in denPuncten A\ Cvimdi endlich von em^myiert^n Kreise in denPuoctenf , D 
berahrt werden« Oder wa» dasselbe i^: . > !r . . m 

» »Jeder Kreis -P (z. 3:ABGDi), wdicher >:!^ g^fgebene Kreise il/,, M^ recht- 
wifiklich sclineidet^ schiieidetisie iniriersiJchen Poncten A,'B, C, D in welchen 
diöselbenTon vier bestinrtateüKJrtoen berührt werden können ; d.hi Jeder der vier 
Kdreiae berührt ^ gegebcnpn: m iawfei i der genannten vier Durchsehnittspuncf e. " 



JJSb Steiner, geatruMscke BdrßdänUfMk 

Stellt man sich alle mogliclien Kreise, P^^ P^, P^ tot, von ^etf^ 



jeder zwei gegebene Kreise M^ , M^ (Fig. 16.) reditwinkfich schneidet: so folgt 
nach (3)y dafs jede zwei derselben die Axe M^^M^ d«r letetem znr Linie der j^ei« 
chen Potenzen haben, und folglich haben alle Kreise P^^P^, P^ .'. . .• . . ^ tuk^ 
sammen die Axe M^ M^ zur Linie der gleichen Potenzeo« Dät heiisC (3)^* der 
geometrische Ort des Mktolpünctes «ines Kreises (Af;, M^j M^, . •••*»• Ot 
Weldier alle Kreise P^ , P^, P^ . ....... rechtwinklig sclmeidet, '.ist die AM 

M^ M^ der gegebenen Kreise M^ , M^. ^ ' 

Die beidw Gruppen von Kreisen P^^ P^^ P^ ..j'.. und M^^^M^;, M^i -.'4 Vi 
stehen demnach in einer solchen gegenseitigen Beziehung; dafs jeder KrcSs 4^ 
einen Scliaar^ jeden Kreis der andern Schaar rechtwinklig schneidet, und dals 
also die Kreise der einen Schaar die Axe der andern 2nr liilie der|^k:Uett'PbMK 
zcn haben. 

Da die Kreise P^,P^,P^ die Axe M^iM^, M^ . . . , . cur Linie d» 

gleichen Potenzen haben ^ so folgt, dafs weim irgend zwei derselben einander 
schneiden, dals dann alle zusammen einander in »denselben xwei' Puncten Af'-B 
schneiden, und dafs ihre gemeinschafUiche Sehne AS die* genannte Axxi 
3f^, M^^ M^ .... ist. Wenn aber die Kreise der einen Schaar P^, P^, -Pa- • • * •' 
einander schneidon, so kann yon den Kreisen der andern Schaar Af^jS/^ Jl/, ..:••.'«« 
keiner den andern schneiden. Also : 

,,Alle Kreise P^, P^yP^ *, von denen jeder, zwei gegebene aüiser 

oder ineinander liegende Kreise M^, M^ oder M^^M- rechtwinklig schneidet: 
schneiden sich in zwei bestimmten Puncten A, JS.* Und : . 

„Von allen Kreisen M^t M^ M^ .... welche zwei gegebene, sich schneidendtf^ 
Kreise P^, P, rechtwinklig schneiden: kann keiner den andern schneiden.^ > 

Da sich nach (4) die Sehnen, welche der Kreis M^ mit irgend zwei Kreisen- 
der Schaar P^ , P,, P, gemein hat, mit der Axe M\ M^ (als Linie der glei^ 

chen Potenzen der letztem Kreise P,, P^ . . . .} in einem Punct. schneiden : so folgt, 

dafs sich alle Sehnen ,DC,,EFä , welche der Kreis M^ mit den Kreisen 

P^ , P,, P, ...... . einzeln gemein hat, in einem bestimmten Punct M der 

Axe M^ M^ schneiden. Aus gleichen Gründen folgt/ dafs sidi alle Seimen^ 
DQHIf . , . . , welche der Kreis P^ mit den Kreisen ilf^ , M^yM^ . • . ., einzeln 
genommen, gemein hat, in einem bestimmten Punct P der AxeP^P^ schnei^ 

den. Bemerkt man noch, dafs, da die Kreise P^^P^^P^ den Kreii M 

rechlwinklig schueidan, die nach dep DurchschmttspuiKrten gezogenen Radien^ 

PA 



r-r.i: • -i . i > 
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Jf^.C^fl^^Di iP- JBf • • ..Aen fciji« iJf; beruh«tt; und ilaft clMjn so die RadicW 
M^ Cf M^ D\ MH^ . . . . den Kreis P^ berühret»; so folgen ans 4em Obigen 
nachstehende bekannte Satze ; 

f , ' \,h^ mm ans bdiefaigen Piincten ilf^ v M^ .... (Fig. 16.) einer ^Amen 
^^^n Linie Jlf,Jlf^> weiche einen gegebenen' Kreis P^ sehneidet, Tangenten- 
an diesen Kreis: so gehen die Sehnen CjD, JEJF. . . . •» ifelche die Berüh)mngt^, 
pmete der MAmmen gehSngeh Tangenten teHbinden, dqrdi ^en und densel- 
ben aufiieriu^ de» Kreises liegenden Punct JP*^ Und: • 

> »^Legt than aus beliebigen Pnncten P^^ J?^> . « • ((% 17*) einer geraden lanie 
P^P^i aus jedem zwei Tangenten an einen gegebenen Kreis il/' ^ wal<äier die: 
genannte Linie nicht schneidet: so gehen die Sehnen CDy EF . . . ., welche die 
Berührungspuncte der zusammen gehörigen Tangeiiten verbinden, durch einen 
l^Mimmten»' innerhalb des Kreiaes liegenden Punct 
Und mngekehrt: 

,,Zieht man aus einem in der Ebene eines gegebenen Kreises (JP^ lÜg. 16«> 
^Aet M^ Fig. 17.) beliebig slngenomihenen Ponct P oder ilf ^eine willkürliche ge- 
rade Linie (PDC oder CMD), die den Kreis sdhikeidet^ nnd legt jn den Durdi« 
säihitfs^uiiclen (Gf^JEf) Tatigenten an den Kreis: soial der geometrische Oit des 
Durchschnittspuncts (Jlf^ oder P^) dieser beiden Tangenten, eine gerade Lkiie 
(flf ilf. i . /. oAerP^P^* . . .)# ^rdk^e m£ dem/ durdb den angenommenen 
Pnüct (P oder Jf) gehenden Durchmesser/ PP^^er MM^) seidapeclit steht** 

Die gegenseitige Lage und Bestimmvng des angenoDMDehen' Panels P oder 
Mund der Ortslinie M^ M^ oder P^ P,, in Bezug auf deii gegebenen Kreis (P,: 
oder M ) istleicht M sehen. I^emlich die ans den gegeb^ien Punct P, (Fig. 16.)» 
an den gegebenen Kras P^ gelegten Tangenten PAi PB beräiren lien Krd^ 
nothwendig in denjenigen Punctea A, JB, in wekfaen er yca der Ortsfinie Jf ^ M^ 
Mschnitteninrd^ u» s. w« 

Bekanntiüdh finden diese SStse auf ahnliche Werne hei jeder Cunre zweiten 
Stades Statt Auch finden analoge Sätze bei aUen Flachen zweiten Grades Statt. 



S* IL Von den Jlehnliclikeitspnncten nnd AehnlichkeiUlinlen bei .Kreisen , die m einerlei , 

Ebene liegen. 

6. 

Sind irgend drei Punctf M,m, A^ (Fig. 18.), die in einer geraden Linie 
lieeen gegdi>en » und man zieht durch den Punpt A eine willkürliche gerade 



]>7lQ SteStf^r^gemnstriscbe Be$rß^¥H^f^ 



: „Zieht Hiw[ umgekehn 9W dW VimfMnM . m itSS»^'^ MN^^ 

mn-j von d^r Git>£^t dafsiiU JV^ , ; Ttai»^ =^MA: }nA;^4b Ufegeii ihre Eo^^. 
puiictejA^->n^i9it dem/ Pupctß.^ ita einer genidc^^ : r > 

-Aiehnli.chesrfind^t St^tj^ 'itr^eiUft man istatt det Pupd^ ^ eiaeaiC^ijict / nlmw^ 
welcher zwischen den (i^ideti Pubcten Jlf^tmi C^^ 19») liägtjlmir. liegen danft 
die PapaJldien JkfiK» i[7i[n^«r MJf^f mn^ aufTett.obi^d'enAa Seiten dtr.ge- 
gdbenen gr^d^4 Linifi i|ii/jn. r- ^^ ' i * ^^ 

\ V : ' ■ . ■ . ■ -. ■ ■• ■ , ■■ r .:/•:. - ; 

7 .. . 

Beschreibt man um di0 gegebeneaPuncte ilf, m (fig- IB^ 19*)V mit.iweil 
bestimmten Halbmessern MN, mn zwei Kreise My m: so folgen ani^Xi^O munit* 
telbar inach^teb^d^ Sat£e2«i i - ..<,i, 

»lä astfei heutigen Krei^n itf/m» (Fig. 18«)^ liegebdie Epdpnncte JV^r^. 
zireier^bfrlipbigeQ-pariJlel^n «Radien il^ ro;»» di^lsich an ieiii\erki Seite der 
Ave ilf)7i>Jbefinden9 mit einem und; demaeSben heftimmtaK Ponicit >4 in einer g/srf^ 
den Li|iie.;^>\ Und:. '. '•« •..' • \ = : . ' . ........i - . . ■. 

. ^lo:3wei beliebigen l^eiaedJI^^ m (Fig* ^9«)« . lie^ndie En^puncte N^j^^ 
zweier bciiebigen paAllelen Badiert . iltf iV^^ mn, .wdcbci «ich auf : e^tgegenges^tat-^^ 
ten Seiteni dw Axe befinden« mit eineift .und denkaelbenr besliiqipt^ Punct /in 

^ ■ 

gerade : tanie/ Femer;';. . .= . .;.:": ^•.:: 

,, Zi^^ht'man ^nachr iiigmd einer geraden lam^An^J^^ oder N^In^ (Fig. 20.),,^ 
Wjdiphe durch einen jeder hestirtimtea Puncte A oder /«geh^ fus den Mittelpunc-. 
ted My 77» zwei.bdüebige. ParaUdeB MJN^^ ran^i w verhalten sich dieselben wie 
die Radien der Kreise, d. h.: es ist MN^ : mn^^= MN imn,'* Und.umgeketirt: 

„Zäeht man aus deii Mittelpuncten Mm der - gegebenen Kreise zwei belie- 
bige Parallelen MN^y ^nn^y welche sich verhalten wie die Bedien der Kreiise: 
so liegen die Endpuncte N^ , n^ derselben entweder mit A oder mit / in gerader 
Linie, je nachdem die Parallelen auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der 
Axe Mm gezogen sind." 

Die beiden Puncte A^ ly welche zu zwei gegebenen Kreisen My m geho« 
rcn, wollen wir 

,|Aehnlxchkeitsptincte der beiden Kreist My wi* nennen, 
und zwar u4 Sufsern und / iftnern AehnlichkeifspUnct. Femer soll jede.. 
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9il<3ie giradjBT lAxkit An- N^^ n'^IN^'y welche Üiarch' einen der beidfen-^lmlicK^ 

keitsjmncie ^'loder /.gebt: 

' ^Aefaniicikkeitsiinie dei* beiden Kreise ifcr^^ 

und^s^r ebepfolh-^SiiIsere oder innere* heifsen, je tiachdem sie durch/den 

ibfseireki oder inneren Aehnlichkeitspukict geht 

'BezeichMtman<die Radien MJVimn der JÜreisdM^rh durch jR, ri sohat maii 
nsioh (6) für dieLage^d^r beiden Aehnlichkeitspunele J^, / folgende Gleichungen: 

•'"■'•'■•■■ R*. r =s:MA : mA ^si MIiML 
, * Hieraos^ folgt y. dafs. wenn z. K Ü =3 MA^ dafs al^idann zcu^eidi r vss^fnA 
ist, und folglich die beiden Kreise einander in dem Punct A innerlich berühren; 
oder wenn ü^ssÜf/ist, dafs dann zugleich au^ t ^ m/ ist, und dafs die 
gegebenen Kreise einander nothwendig in dem Pmict / äufserüch berühren. 
Durch Umkehnin^ folgt: 

„Dafs wenn zwei beliebige Kreise M, m einander Skifserlich berühren : so 
ist der Berühirungspunct zuj^eich ihr innerer AehnKdikeitspunct (/)•* Und: 

^Wenn zwei beliebige Kreise (Jl/,m) einander inn^lich benSbren : so ist 
der Berührungspunct zugleich ihr äufserer Aehnlicbkeittfpunct (A)f.^ 

Da die Endpuncte paralleler Radien der beiden Kreise M, m niit einem der 
l^d^Aehnlichkeitspunete^ oder /in glfader Linie liegen : so folgt ferner, durch' 
Umkehrung, dafs jede gerade Linie, welche durch einetl der beiden Aehnlichkeitsk 
puncte geht uild den einen Kt^is schneidet, nodiwendiger Weise auch den an- 
dtan Kreis schneidet, und dafs die nach den Durdischnittspunelen gezogenen 
Radien der beiden Kreise jj^rWeise paraHel sind. Berührt dt^mnach die genannte 
Linie den einen Krei^ so berührt sie zugleich auch den ändern. DsAier folgt femer: 

,,Liegen'zwei gegebene Kreise ilf,J7if (Fig. 2 f.) an so sdmei- 

den sich die beiden Sufseren gemeinsihaftlicheii Tangenten J3^ und B^ h^ in 
deniäufsern,^, und die beiden ii^nem'geineinsc^haM Cc und 

C^ c^ in dem imiern AehnKchkeitspunct /** . 

1. u Mi^urch' kann man leidht an zWei gegebene Kreisb eine gemeinschaftliche; 
iM^ente ziehen. * , 

Endlich ist zu beifMrken, dafs, wie aus der olJigen Gleichung folgt, bei zwei^ 
in einander liegenden Kreisen , die Aehnlichkeitspüncte innerhalb beider Kreise 
liegen. 

8. 
Es seien M^ i M^ , M^ (Fig. 22.) die MittelpuBNäe dreier beliebigen, der Gröfse 
und Lage nach gegebenen Kreise M^ , M^, M^. Nach (7) geboren zu je zweieii 

22* 
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dl*ei Elreise zwei Aefanlid^eilspuncte. Es seien u4f, noü I^p A^unAI^ 
A^ und /^ die Aehnlichkeitspuncte der Kreispaare Af, Af^, M^ M^, M^ M^. 

Da die gerade Linie A^A^f welche durch die Aehnlidikeitspuncte A^ und 
^c gel^ vermöge des erstem, zu den Kreisen M^ , M^t und yeitnoge des letztem^ 
zu den Kreisen M^, M^ eine äufsereAehnlichkeitslinie ist (70* so ist sie folgUdi 
audi eine äufsere AehnlichkeitsHnie zu den Kreisen M^,M^f und geht daher 
durch den äufserkiA^htalidikeitspunct yf^ derselben, d.h. die drei Aehnlick- 
keitspuncte A^^A^^ A^ 1>^CQ in ^^^ geraden Linie. Auf ganz ähnliche Weise 
Ichlielst man, dals sowohl die drei Aehnlichkeitspuncte A^^I^^I^^ alsauch A^I^^I^^ 
so wie auch A^^I^^I^ in geraden Linien liegen. Wir finden daher folgenden Satz: 

j^Yon den sechs Aehnlichkeitspuncten, welche zu drei beliebigen gegebenen 
Kreisen , paarweise genommen^ gehören , liegen vier mal drei in einer geraden 
Linie, nämlich es liegen die drei äufseren, und jeder äufsere mit den beiden nicht 
zugehörigen inneren Aelmlichkdtspuncten in einer geraden Linie.* 

Diese genanntan vier geraden Linien , von welchen jede durdbi drei Aehn- 
lichkeitspuncte der gegebenen Kreise geht, und mithin zu allen drei Kreisen 
ahnliche Lage hat, wollen wir 

,»Aehnlichkeitslinien der drei Kreise M^ , iW,, ifcf^,* nennen, 
und zwar die: Linie A^ A^ A^ äufser^jund die drei Linien A^ /^ /^ A^ I^ J^ 
A^I^I^ innere Aehnlichkeitslinien. 

Dß die beiden äufseren gemeinschaftlichen Tangenten zweier «ufser einander 
liegender Kreise, sich im äufseren, dagegen die beiden inncm gemeinschaftlicheii. 
Tangenten iteh im imieren AehnHchkeitspunct der Ki«ise schneiden (7, Fig. 21): 
so folgt aus dem vorigen Satz unmittelbar der nachstehende: 

„Legt man an je zwei von drei, der Grofse und Lage nath gegebenen, aufser 
einander liegenden Kreisenilf^, ilf^, M^ (Fig. 23)» die beidenPaare gemeinschaftr 
liehe Tangenten (d. h. die beiden äufseren und die beiden innem): so liegen, 
sowohl die drei Durchschnittspuncte (A^,A^,A^) der drei Paare äufsere Tan-* 
geilten *)> als auch der Durchschnitt^mnct jedes Paars äufsere Tangentw mit 
den zwei Durchschnittspuncten der beiden nicht zugehörigen Paare innere Tan- 
genten (d, i A^ I^ /^, A^ /, /jt A^ /, /,) in einer geraden Linie*" 

Da nach (7) der Berührungspunct zweier Kreise zugleich ein Aehnlichkirits* 
punct derselben ist, so folgt daraus und aus dem obigen Satz femer: 



*) Diesen erste» Fall beweist BL Hlrscli im cweitenBsnde^ Seite 368 seiner f^Srnm- 
luDg geometrischer Sätse ete*** 
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rfikrt^^ so 'liegen die leiden Berfihitingkpnncte mit einem der beiden Aehnlicb- 
lÜt^^hcte^ der gegebenen Kreise in einer geraden Linie.* 
:.; ' <- Denn da die Ihmete^ Hl welchen der Kreis M^ die beiden gegebenen Kreise 
M^p M^ berühr^ sugleidi tim vcm den yier Aehnlichkeitspmicten ^,, /,, A^^I^ 
sind, irelch^ jener Kreis mit diesen beiden gemein hat: so sind die genannten 
BeriBinmgspvncte z«glddi entweder 

l) die beiden Aebnlichkeitspnncte A^ und A^f - 
üoder 2) - - - - I^ ^ I^, ^ 

oder 3) • •• - - A^ ^ J^^ 

• ^/ oder 4) - - - - •'f - -^g» 

nnd liegen folglich in den beiden ersten Fallen (1, 2.) mit dem Sufsern A^ i imdl 
in ^den beiden letzten Fällen (3» 4.) ttut* d^n innem Aefanlichkeitspunct /, der 
gegdbenen Kreise M^ ^ M^ in einer geraden Linie. Man kann daher den vorlie* 
gtnden Satz auch bestimmter, wie folgte aussprechen: 

,,Beruhrt irgend ein Kreis M^ zwei der Gröfse und Lage nach gegd[>ene 
Kreise M^^M^ gleichartig (d. h. entweder beide inneiHch (1.) oder beide äufser- 
lidi (2.)): so liegen die beiden BerührungspUncte mit dem Siifs«»en A^^ be- 
rührt er aber dieselben un^eiidbartig (d. h. den ein^i äufserlich nnd den andern 
imierlidi.(3, 4.)): so lilegen die beiden Benihrungspuncte imt dem innern 
Aehnlichkeitspunct (/^) der gegebenen ICreise in einer geraden Linien " 

§• IIL Von der gemelnscbaftliclieii Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen« 

9. 

Kach (^. X Nr. 4.) können zwei gegebene Kreise ilf,> M^ m denselben Punc- 
tea AfJBjQD, in welchen sie Ton irgend einem Kreise 1^ rechtwinklige geschnit-' 
ten werden 9 zugleich Ton vier bestimmten Kreisen berfihrC werden. Memlich^ 
sdmeidet z. K der Kreis JP(^ig. 24.) die beideü gegebenen Kreise M^, M^ m 
den Puncten A^DyC^B reditwinklig: so kennen dieselben von einem bestimm^ 
ten Kreise in den Puncten A^ J?, und von einem zweiten Kreise in den Pünfteh 
DpC gleichartig, dagegen von einem bitten Kreise in dto Puncten A^ C, und 
endlich von einem vierten Kreise in den Puncten JD, B ungleichartig berfihrt 
werden. , 

Nach (§. n. Nr. 8.} liegen aber die beiden Benihrungspuncte » in welchen 
irgend ein Kreis zwtn gegd>aie Kreise M^f M^ gleichait^ berührt , mit dem 
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äiiArttf A^i uiid «ilag^egen die Berühn|ii§^piiiiete^ in iw^dchen \^gmA tm Kitis £e 
gegebenen ungleichartig berührt, mit dem innem AfchnKchkeiispiiiict (/,) dend-^ 
ben in einer geraden Lini^. Folglich liegai die vier genannteaPuiicte \A^ lI^iQ 
B^ in welchen irgend ein Kreis P xwei gegebene Kreise M^ » M^ reditwinklig 
schneidet; sowohl paarweise mit dem äiirsem {A^ als audi mit dem innenidlkefalBh 
Uddceit^unct ' (/ ) der leta&tem Kreide iii geraden Linien. Das keSst : jede drei 

•S _ ' _ 

Puncte A^AB^ A^DC, AI^C^ DI^B liegen in einer • geraden lioiie. Wir fi»^ 
den also den folgenden S4z^ 

„Schneide^ irgend eiti Kreis l^zwei gegebene Kreise- ilf,» M^ rechtwinklig: 
so liegen die vjcr Durchschnittspuncte A^ I)^ Q JB^paarweise, aowohl mit dem 
äufsem A^ als awh mit dem imiem Aehnlichkeitspanct /^ der gegebenen Kreise 
ib geraden Linien«"' Oder, was dasselbe ist: '.:'•.: 

„Legt man aus 'irgend einem Pmict P der Linie der gleidien Potensen (PO} 
xweier gegebenen Kreise itf., M^^ vier Tangenten PA^^ Pßf PC^ PB 9a di^ 
letztem y verbindet die vier B^ruhrungspuncte A^^ B, C,D derselben paarweise 
durch sechs gerade Linien: so schneiden sich zwei dieser Linien BA und CD in 
einem constanteti IHinct A^ (äufserem Aehnüchkeitspunct)» zwei andere A C und 
BD in einem constanteii Punct /, (innerem Aehnlichke£tspunct)^ dagegen ist der 
Ort des Durchschnittspuncts jP, des dritten Linicinp^ars J9u4 und CB die ge- 
«annite Linie JPG selbig (§• L Kn 4.)> und endlich geht }ede der beiden letztem 
Linien DA, CB dundb einen constanten Punct (Q^iQ^) (S^ L Nn 6.)" •). 

10. 

Da alle möglichen ELreise P, welche zwei gegebene . Kreise ikf,, M^ recht- 
winklig schneiden, die Axe A^ M^ I^ M^ der letztem Kreise zusammen zur 
Linie der gleichen Potenten haben (§. L Nr. 5,);.uud da ferner, wie so eben 
erwiesen (9.)> die vier Puncte, in welchen ein solcher. Kreis^ P die beiden ge- 
gebenen Kreise schneidet, paarwejse^ sowohl mit dem äufsem als mit dem in^: 
nem AehBÜchkeitspunct der letztem. in geraden Linien liegen: so folgt, dafs sih 
wohl A^A X A^B = A^D X A^C, als I^A X J^C « /^D X /. Ä am- 
stairte Producle sind, wie auch der schneidende Kreis, unter der gegebenen Be*' 
dingung, seine Gröfse und Lage ändem mag. Denn das erste Product ist gleich 
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♦) Dieser Satz ist ein spezieller Fall des allgemeinen Salzes Seile 46. Nr. \TI. des 
ersten Hefts dieses Journals. Die gegenwärtige Linie F(? entspricht der dortigen Linie X, 
und die dortige Linie / ist im gegenwirtigen Fake unendlich eiMfemt 



derPofens^'detlHi&cto>i^^'in'$esbg/a^ txnd das ileürte^e* Pibduct 

istigidick deE :PotenB diniP^ncts /^, in Berog adf dei»eU>eii Kr^ *P\ folglich; 
sind jbekie Ptodnde eoriktant/i weil, '^ bemerlit) alld Kreise P die Liiiie 

»r. tBeaditinafti. i£ese '£]gensi^ft'a die beiden ^gegebenen Kneis« M^^ M^f sq 
itt^riflllgtidaariua folgeiKleJ: Säte: 

„Zieht man aus einem Aehnlichkeitspunct ^ ^ oder /^ zweier gegieheneii 
Kreise JV/, , M^ irgend eine gerade Linie. s4^ AB oder AI^ C, welche die Kreise 
^dttieid^ti AD is^ dasiPisaduct u^.^'^X A^B odetOtf/, ^C/, am den Abstän- 
diin- iks'/Aohnlichkäit^^ncts von 2wdi Dor€lüchnittspuni:ten AxitiA^B odei^ 
jtf i tthd < *£? ' der gisnannlen: t^nie und der beiden Kreise v - deren zugehörigen. Rat 
iSknl!ii^Auuii:M^MQiSLecM^A und ifif^C' nicht parallel sind^ Ton constan«- 
tttr- CWSfie," :•■ ■ i •■' :•'>•.;:;:•.. '■•• i ^: •*'':■• "^ ' ^i 

^Diesies cdnMaote PlroducC woHen vßt 

'^gemeinfch^ftliche Potenz der beiden gegebienen Kreise 
•iM/iW^, in B'ezivg auf ihreti Aehnlickkeitspunct;^3 oder/3/ 
nennenl - ••;»■..•...;■ ••..■■.. ^ ■ . 



H. ''^ ■.-,...' i- : j 



> 'E»^ifit wer .die Poteliz dea Fancts A^^^ m Bezug atff den Kreis P^ ^enn 
die gegebenen Kreise 'A/;»Af 2 äufslsr einander Kegen, wie (Fig/34.)9 ^eich deitf 
Quadrat der aui dem F^nct an den* Kreis iP j^legte« Tangenten :^j£, fol^ch» 
ist- diese Tangente, ^ jeden IB^ek P, • von unverinderlicher Gröfse. Beschreibt 
iban aUo mit derselben um den Punct A^ einen Kreis A^. so schneidet derselbe 
jc^ ^n Kreis P rechtwinklig. Dagegen ist die Potenz des Functs^ /, , welcher i ü- 
nerkaH^ de^ Kreifes P liegt, gleich dem Quadrat der halben durch denselben ge- 
benden JJeiifitm Sehne des Kreises* P (§. I. Mr. 2.), und ttiifbin hat diese halbe 
Sehne fiil* jMen Krei^ P einerlei Grölse» 'CNlerV ein mif derselben um den Punct 
/j, beschriebener Kreis Z^, wird von jedem KreSse JP im Durchmesser geschnitten^ 
d;^h: die- Fnncte, in welchen irgend ein Kreis P den Ki^is /, schneidet, sind zu- 
gleich die 'Endpunete eines Durchmessers des letztem Kreises. 

' Diese beiden genannten, um- die Aehnlichkeitspuncte A^ und /, beschriebe** 
nÄi Krei^' A^yl^^ deren Radien, in^s Quadrat erhoben, gleich sind den gemein-»^ 
schaftlichen Potenzen der gegebenen Kreise ilf, ^ :ifif^ ^ in>^zug auf die Puncte 

A^.J^y sollen ' . . .': ; 

• „Pt)tehzkreise der beiden gegebenen Kreise Af^vüsT^*' heifscn, 
und zwar der Kreis^-^^äuFierer uMdc^r Kreis- /, innerer Fotenzkreis. '' 
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Es ist noch zn bemerken, dafs im Fall die gegebtnen Kreise in eiBender 
Hegen (wie Fig. 14.), «Udaun das Umgekehrte Statt findet^ ntaJSA^ dafii m di^ 
sem Fall der innere Potendureis /, jeden Kreis P reciitiiuiklig schneidet^ der 
auf sere Potenzkreis ^, aber von jedem Kreise JP im Durchmesser gesdmittai 
irird. Und wenn femer <)ie beiden gegebenen Kreise AT,, M^ duoander aidmei- 
den, so schneidet sowohl der äufsere als der innere Potenikrris jeden Kras:JP. 
rechtwinklig. 

. 12. . -.. '....- 

Da die beiden Puncte ui und B oder JD und C, Fig. 24., för wddae nadi 
(lö.) das Froduct A^A x A^B^sA^D x A^€ constantist, odef wddbaiioL 
Bezug auf den Aehnlichkeit^unct A^ die Potenz bestimmen^ anf jemeiiei Seile 
des letztem Functs (A^) liegen: so soU dieses faei(sen.: ,,die dem Achnliehn 
keitspunct A^ zugehörige Potenz sei äufserlich; und wenn die* Puncto 
A und C oder D und B, welche in Bezug auf den Aehnlichkdtqpund I^. die 
gemeinschaftlicfae Potenz der gegeboien Kreise M^M^ bestimmen, auf verschie- 
denen Seiten des Puncts /, liegen^ so wollen wir sagen: die zum Aehnlich- 
keitspunct /, gehörige gemeinschaftliche Potenz der gegekeA^n 
Kreise sei innerlich.^ 

Ueberhaupt wollen wir von irgend zwei Puncten X und Y^ welche mit dem 
TxmttAj^ in gerader Linie und auf einerlei Seite desselben liegen mid zwar in sot 
dien Abständen von. demselben» dafs das Froduct A^X X A^Y gleich^ ist der 
sugdiorigen (zu A^ gemeinschaftlichen Potenz der gegebenen Kreise, sagen: 
^sie seien potenzhaltend in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct 
A^."^ Eben so soUen zwei beliebige Puncte Xund Yf weldie mit den Pun^ /^ 
in gerader Linie, aber auf entgegengesetzten Seiten desselb^ liegen, und zwar in 
solchen Abständen von denselben , dafs das Product /, X. X I^Y gleich ist der: 
zugehörigen gemeinschaftlichen Potenz: ,,potenzhalteade Puncte in 
Bezug auf den Aehnlichkeitspunct /,,^ heifsen. 

Endlich wollen wir v<m jedem beliebigen Kreise. ÜT, dessen Potenz in Bezug 
auf einen der beiden Aehnlichkeitspuncte A^ oder /, ^eichartig (äufserlich oder 
innerlich) und ^ich ist der zu demselben Punct gehörigen gemeinschaftlichen 
Potenz der gegebenen Kreise M^^ M^, sagen: „er sei pozenzhaltend in 
Bezug auf den jedesmaligen Aehnlichkeitspunct* 

Alsdann ist klar, dafs jeder Kreis, welcher durch irgend zwei potenzhal- 
tend e Puncte geht, ebenfalls potenzhaltend ist; ferner: dals jeder Kreis Ky 
welcher in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct ^3 potenzhaltend ist^ den Po- 

tenaT- 



tenzkreä ^[ rechtwifikJigy nnd dafs Jeder Kreia JST, vekher in Bezug auf 
den AehnlicUevtsponct /; pötenzhaltend ist, d^ Potenzkreis I^ im&urch* 
messer schneidet . ^ 

' 'Da nun detjent^ Kireis^ welchefr die beiden gegebenen Kreise in dai Puno 
ten A und B (öder D und C) gleichartig berührt (9.), veraaoge dieser Puöete^ 
ih Bezug auf^en äiifseren Aehnlichkevtspunct^^^ poteiuhaltend ist; iind da. eben 
so derjenige Kreis, w^her di^ gegieb^n Kreise in den Ptancten A und C ufi- 
^eichartig berührt, vermöge dieser Punete,; in Bezsig suöif den: idnern AehnUcb* 
ßeitsptinct/^;,*pctc^zhaltcnfid ist, so folgt nachstehender Satz 1 . 
i^ ;,led^' Kreis'jfif, weldbcr zipfei gegcbiene aufser änandar Uiegeiide Kreise 
^i* ^2 gleichartig (d. i. entweder beide äufserlid^ oder beUb.einschlielseQd) 
berührt: ist in Bezug auf den äufsem Aehnlichkeitspunct A^ derselben, potenz- 
h^tc^hd, 'und schneidet 'den äüfs^m Poterizkreis^, deMlben rechtwinUig.'' XJnd: 
-' ,. Jeder Srds IT, welchei^ 'liirei gegebene, aufser eiaander liegende Kreise 
M^jM^ ungleichartig berührt: ist in Bezug siuf den innem AdmUchkei^ponct 
I^ derselben potenzhaltend , und schneidet den innem Potenzkreis /, derselben 
im Dwclunesuser."' .... 

Aehnliche.^ findet Statt, wenu die gegebenen Kreise, anstatt aufser einander, 
entweder in einarid^ liegen öder einander scbneidferi. r ^ ^ ^ 

13. 
'^* Da nach (12.^ jeder Kreis "JST, welctier zV^ei gegitbfctife Kruse AT,, AT, gleich- 
artig berührt, in Bezug auf den äufseren AehnUchkeitsptinct J^,', iltid jeder Kjrisis 
JST, welcher dieselben ungleichartig berührt, in Bezug auf den inneren Aehnlich- 
keitspunct / derselben potenzhaltend ist, io fingen nachstehende Sätze: 

„Alle Kreise^ i^on denei^ fed^r ^e beiden ^gegebenen Krme M^f M^ gleich- 
artig bmihift,! haben den äufseren AehnlichkeiispunGt.^^ der letztfEMm Kreise ge? 
ifteinschäftfich'zbm Pnnct der gleidien Potenzen.* £fiid: ■ 

„Alle Kreise, von denen jeder :hRres geigebene Kreise ilf^; il/^UQgkicbi^^ 
berührt, haben den inneren Aebnlichkeitspunpt der letzteren gemeinschaftlich 
zufnPunct der gleichen Potenzen/ Oderaup^i: . j 

i; , „AJ^epn. ypn irgend^ zjwei. l^e^^figeöKrpjseniK^^iK, jeder zwei 'gegebene 
Kreise M^ , M^ gleichartig berührt : so geht die Linie der gl^c][^en Pptenzen de^^ 
erstem Kreispaars durch den äufseren AehnKchkeitspunct A^ des letzteren." Und : 
„ Wenn von irgend zwei Kreisep, iV, , ilf, , J?der . zwei gegebene Kreise Jfcf, , M^ 
on^chattig berührt: -so geht die Linie der ^etchea Potenzen: de&.i^l^tem Kreis- 
paars durch den inneren Aehnlichkeitspunct des letzteren." Es folgt femer: 
L 23 
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^Wenn jeder der I>eid6n Kreise M^fM^ mehreie Kreise N^p N^^ N^ ..... 
gleicbartig berührt: so geht die Linie der Reichen Potenzen jener beiden Kreise 
durch den äufseren Aehnlichkeitspunct je zweier der letzteren , oder dieSdiaar 
Kreise N^^N^^Nj^..»^^ haben die genannte Linie 2ur gemeinschaftlidien Aehn- 
hchkcitslinie/ Oder überhaupt: 

1^ Alle Kreise A, iN^ ^N^ . . ., von denen jeder zwei gegebene Kreise 3f, , M^ 
^eichaiiig berührt, haben die Linie der Reichen Potoizen /(la) der letzteren zur 
gemeinsamen AehnGcUeitshnie.^ Und: 

M Alle Kreise N^f N^j N^ . . ., von denen jeder zwei gegebene Kreise M^ , M^ 
dn^eichartig berührt» haben die Linie der ^eidien Potemsen der letzleren zur 
gemeinsamen Aebnlidikeitslinie.'* 



■»>* 



Die, !#eitere Entwickeinng dieses Paragraphen , und einige Anwendungen 
der letztem Satze, bldbl dieses^ Mal, aus Mangel m Rauin> weg; wir werden 
sie im nächsten Hefte nachfolgen lassen» 



\ 
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§; rV. Yerallgemeinerang und geometnscKe Lösung der Ms Ifatti'sclieti' Aufgabe» 

Um die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (I, H, DI) aufgestellten SStze 
an einem dazu geeigneten Beispiele zu. zeigen, fiigen wir die geometrische Lo- 
sung und zugjleich die Verallgemeinerung der MaLfatt i* sehen Aufgabe *), je* 
doch ob^ae Beweis» hinzu: 

14 

Au f gab e. 
^In ein g^ebenes Dreied^ ^^C(Fig. 25.)» drei Kreise a, b^e zu beschrei- 
ben, die einander, und jeder zwei Seiten des Dreiecks berühren, d. k, so: da& 
der Kreis a die Seiten ^JBMnd ACj der Kreis b die Seiten j8^ und J3C, und 
der Kreis c die Seiten CA und CB berührt" 

Auflösung. 
1) Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durch die drei Linien 
AMy BMf CM) so treffen sich diese drei Linien bekanntlich in einem und 
demselben Puncte ilfl 



*) Man sehe |,Samm!uttg mathematische^ AnfaaUe von Grelle, erster Band, S. 133.** 
Lehm US Lehriinch der Geemetrie, 2Cer Band, und Gerg^mne wmabi des maiMnaÜfues, 
Tom« L IL 
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3) In das Dreiedi ^MB beachreike fMn dm KitM «,, ireldier die Mio 
AB m dem Pancte C, beitihrt» und in daa Dreieck BMC keeclireibe mm den 
Kreis a^ 

S) Aus dem Puncte C, lege xxam an den Kreis a^ die Tan^nte C, A^% und 



4) in das Dreieck C, ^, JB den Kreis b^ so ist diesM* einer der verlangten 
drei Kreise. 

Die beiden fibrigen gesuchten Kreise 41, c werden auf gans iUinMche Weise 
gefunden, ^(e^d]ch die genannte Tangente C, A^ B^ berttlirt nitibt allein den 
Kreis a^ , sondern zugleich auch den in das Dreieck AMC beschriebenen Kreis 
h^^ so dafs also der in das Dreieck C^B^A besdiriebene Krais a ebenfalls 
einer der gesuchten drei Kreise ist Auf gleiche Weise kann femer aus dam 
Puncte B^9 in welchem der Kreis b^ die Seite AC berührt, eine Linie geaagm 
werden^ welche nicht allein die beiden Kreise a^ und c^ , sondern auch die bei- 
den gesuchten Kreise a und c berührt; und eben so gebt ^nf^ l4nie dureb den 
Punct A^, in welchem der Kreis a, die Seite B C berührt, welche jeden der vier 
Kreise b^, c^^b^c berührt 

Da die beiden Kreise a und b einmder berühren , und jeder derselben die 
liaie C^ A^ B^ berührt: so ist leicht w^^ben, dafs m diwXi^ m ew«m und 
demscdben Puncte berühren. Eben so berühr^ die imAm %xmim a iui4 c 4h 
durch den Punct B, gefaade genannte Linie ia einem m^, d^mseUM({i VimdUßi 
Düd jgleicberoiaalsea berfibi)» die beiden Kreim b und../r äk dimk deu PuM^ 
A^ gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte. Dalier tf^fUßB di# 
dies genamlen geraden Lmiefl^ welche dunch dk Puncie C, , Bgp A^ l^b^n, in 
einem mid devMelbm bestimmten Pmict zusammen (% l Nr. 4)- 

Die Aa%abe ÜJk kemesveges blns eine AuflSsiiug zu* Es Ifikmm Yielmebr 
die dm yspchtm Krase midb aulserbsjb des g sfebmeo Drejecb liefen , mW 
dessen Terlingerie Setten berühren, also z. B. über der Seite BC im üsume M^ 
oder über der Seiie CA im Baume M^ , oder über der Seile AB im Räume M^. 
&Jbirt man nembcb jeden der sechs Winkel (die inneren und d^e ^niweteu) de§ 
ge ge benen Dreiecks, so sdmeiden tieh too den Th^migilinien vW mal drei iu 
eSnem mid denudbcfi Puncie. Diieses «nd die irier Pundte 3f, M^, M^, M^. 
Jeder d&eser ^ler Ponde, %. B. der Pnnct Jlf bMdet auf den Eckpuncien 4«i ge* 
gebcoen Dreiecis ABC St drei Draeeke AMB, BMC, CMA. Die dm 
Seilen anes jeden dieser Droecke iSnnen von iier besdnantea Kreisen beriibh 
werden, so dals also zu diesen drei Dreiecken zwoU besflnMOte Kreise gdioren» 

23* 
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tniter welchen die oben genaimlm drei Kreise a^^b^^ c^ vakL inbegrifien sind. 
Es' sdieanen, mittelst der genannten swäf Kreise, nadi Art der vcMTstelicnden 
Auflösung^ wenigstens acht verschiedene Auflosungen möglich zu sein. Und da 
ein Gleiches in Beasug auf jeden der drei übrigen. Puncte M^^ AT,, M^ Statt fin- 
det: so läfst die Aufgabe wenigstens 32 yerschiedene Auflosungen zu, wdche 
alle der obigen Anflofimg ähnlich sind^ 

Unter diesen 32 Auflosungen sind die speziellen falle, wo zwei dtf drei 
gesackten Kreise eine Seite des gegebenen Dreiecks in eüiem und demselben 
Punct berühren, nidit mitgerechnet; sondern es giebt solcher spezielle Falle 
»aiserdem noch 4& So sind z. B. unter den 32 Auf losungen, wdche im L Banda 
S. 348. der Annalen der Mathematik von Gergonne, von der obigen Aufgabe 
aufgezaihlt werden, vior und zwanzig, welche zu den hier ausgeschlossenen 48 
FaUen gehon». 

Die Torii^ende Aufgabe kann übrigens auch als dn spezieller Fall von der 
folgenden, allgemeiiDeren Aa%abe angeseben irerden. * 

■ . 15. 

Aufgabe; 

^,Drei beliebige Kreise, die in canerlei Ebene liegen, sind der Grofse und 
Lage nach gegeben, man soll drei andere Kreise beschreiben, die einander be* 
rühren^ und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise berührt, jedodb soi 
dafs auch jeder der drei gegebenen Kreise zwei* von den zu suchenden JKj^ 
sen berührt* 

Zum Beispiel: Wenn die drei Kreise M^ j 3f,, M^ (Pig. 26.) gegeben sind, 
so soll man die drei Kreise m^^m^^ m^ finden, welche einander in den Puncten 
b^f b^ß b^ berühren, und von welchen zugleidi der Krns m^ die Kreise M^ und 
3f^, der Kreis m^ die Kreise M^ und itf,, und der Kreis m. die Kreise M^ 
und M^ berührt 

Auflosung. 

1) Man suche die drei äufseren Aehlichkeitspuncte A^^A^^A^^ 
veelche zu den drei gegebenen Kreisen M^^M^, ifef^, paarweise genommen, ge- 
hören (§. n. Nr. 7.), und construire die zu diesen Aehnlichkeitspuncten gehöri- 
gen Potenzkreise ^,, A^j A^ (§. III. Nr. 11.), deraa Radien respeclive A^C^^ 
A^ C^, A^ C^ sind, und welche Kreise sich in einem bestimnxten Punct D schnei- 
den werden. 
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3) Hierauf beschreibe man die daei KreiiM» /u\ f /i^', /i^-, Yoh denen der erst^ 
die drei Kreise M^ $ -^^9 -^^f der eweite die drei Kreise 3/^, AJ^i A^^ und der 
dritte die drei Kreise M^^A^^A^ berührt 

3) Ferner beschreibe' man einen Kreis» dessen Peripherie b^B^ß^ durch 
den Berähruiigspunct B^ der Kreise ifcf,: und fx^ geht^ und welcher die Kreise 
fJL^ f fjL^ berührt» jedoch so» dafs er den Kreis fx^ » welcher von dem kleineren (.M^ 
der beiden Kreise M^^ M^ abhängig ist» einschliefsend berührt: ^ 

4) So ist endlich derjenige Kreis m^» welchen man so beschreibt» dafs er die 
Kreise M, » M^ und den Sjreis (b^ B^ ß^ berühr^ einer der drei gesuchten Kreise. 

Die beiden übrigen gesuchten Kreise m^ » m, findet man auf ähnliche 
Weise. Z. B. der Kreis m^ kann aus der vorstehenden Construction unmittelr 
biur gefunden werden» wenn man statt des Kreises m^ (4.) einen Kreis m, be- 
licfareibt» welcher die Kreise M^^M^ und den Kreis (b^B^ß^) berührt. Es ist 
«i bemerken» dafs die beiden Kreise m^ und m, den Hülfskreis (b^B^ß^) in 
einem und demselben Punct b^ berühren. 

Die vielen verschiedenen Auflösungen» welche diese Aufgabe zulälst» sind 
Bi der Hauptsache der vorstehenden ähnlich ; selbst wenn die gegebenen Kreise 
i(f^ »ikr,»^!/,, anstatt aufser einander zu liegen» wie in (Fig. 26)» einander schnei* 
den oder io einander liegen» bleiben die Auflösungen sich valiig ähnlich. 

Nimmt man an» die drei gegebenen Kreise M^^M^^M^ schnitten einander» 
und zwar so^ dafs sie mdirere krummlinige Dreiecke bildeten» hält alsdann die Eck* 
puncte Af B, C eines solchen Dreiecks fest» und läfst die Kreise» durch unendr 
Hebe Zunahme» in gerade Linien : übergehen : so erhält man aus der vorliegenden 
Aufgäbe und Auflösung» die Aufgabe und Auflösung (14.); nemlich die ^gcn* 
wartigen Potenzkreise A^ , A^, A^ gehen dann in die dortigen geraden Linien 
AM^ BMy CM über» u. s. w.».so dafs in dieser Hinsicht die Aufgabe (14.)» 
wie oben gesagt» als ein spezieller Fall der gegennrärtigen Aufgabe angesehen 
wenden kann. 

Die vorstehende Aufgabe kann aber selbst wieder als ein spezieller Fall der 
folgenden angesehen werden. 

16- 

Aufgabe. 
», A,uf einer Kugelflädpie sind drei beliebige Kreise M, , ü/,, M^ der Gröfsc 
und Lage nach gegebenen ; man soll auf derselben Kugelfläche drei andere Kreise 
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m^,m^f m, binden, wdche einander Jberjibitüi und von urdchen zugleich der 
Kreis m, die Kreise AT, und M^, der Krcis' m^ die Kreisö M^ und AT^, und der 
Kreis m, die Kreise M, und ifcT berührt ** Oder was dasselbe ist: 

^Wenn drei beliebige gerade Kegel, welche einerlei Schoitelpuhct haben, der 
Gröfse und Lage nach gegeben sind: so s^l man aus dem nemlicheii Scheitel 
drei andere gerade Kegel beschreiben, wdche einander berühren, und von de- 
nen jeder zwei der gegebenen Kegel berührt.'' 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist derjenigen in (1&) ToSig ahnlich. Kem- 
lich die in den Paragraphen (1, 11, IIL), entwickelten Lehrsätze von Kreisen, die 
in einerlei Ebene liegen, finden auf ähnliche Weise bei Kreisen, die in einer- 
lei Kugel fläche liegen^ Statt, welches an einem anderen Orte bewiesen wei^ 
den soll. Wir erwähnen z. B. nur: dafs, so wie m zwei Kreisen, die in einerw 
lei Ebene liegen, zwei Aehnlichkeitspunkte gehören, Ton denen jeder der Mittel«* 
punct eines Potenzkreises ist: eben so gehören audi zu irgend zwei Kreisen^ die 
in einerlei Kugelfläche liegen, zwei Aehnliehkeitspuncte (eigentlich vier, denn 
jeder ist doppelt vorhanden), von denen jeder der Pol eines bestimmten • Krei- 
ses ist, welcher in gewisser Hinsicht die Stelle des Potenzlnreisos vertritt Und» 
wie nun alle jene Hfilfssätze von Kreisen^ die in einerlei £b«tie liegen, welche 
bei der Auflösung in ( 15.) erforderlich waren, auf analoge Weise bei Kreisen, 
die in einerld Kugelfläche liegen, Stattfinden: so ist auch die Auflösung der 
vorliegenden Aufgabe dei^cnigen in (15.) vollkommen ahnlich, so dafs letztem 
in der gegenwärtigen enthalten ist 

Läfst man die Kugelfläche, durch unendliche Entfernung ihres Mittelpunkts; 
in eine Ebene übergehen, so geht zugleich die gegenwärtige Aufgabe in. diie 
Aufgabe (16.) über, in welcher Hinsicht die letztere, wie in (16.) gesagt als ein 
spezieller Fall der ersteren angesehen werden kann. 

Ein anderer spezieller Fall der vorliegend«! Aufgabe ist derjenige, wo die 
drei gegebenen Kreise auf der Kügelfläche in gröfste Kreise übergehen, d. h. 
nachstehende Aufgabe. 

17. 

Aufgabe. 

„In ein gegebenes sphärisches Dreieck drei Kreise zu beschieiben, welche 
einander berühren, und von denen jeder zwei S^en des Dreiecks berührt." 
Oder, was dasselbe ist: 
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! ^Id einen geg^eden ^eikandgen Koi^enrinLel: drei gerade Kegel zu be- 
fdirsiben, welche canander J^rühreh, und Ton denen jeder zwei Seitenflächen 
des liirperwinkeld beriäcL^ ' 

* Die Auflösung JdSeaer speeiellen Angabe kt derjenigen in ^ 14» ) ähnlich. 
Statt der dortigen Hülfsliniea ;^3f ^ JSM, CifaT, Welche die. Winkid dei gegebe? 
neu Dreieds lialbireir, Icommen Bogen . grölster Kretae vor, wekhe <fie Winkel 
des igtgebepen fphärischeniDrciecks- halbirÖB,! tL>^ 

^Eine noch ßl]|;enie)nere Aufgabe afs (fö.^ist fölg^hdj^', wetch^ iii gewisser 
Art alle bisherigen Aufgäben als 'spezielle' Fälle in sich schliefst 

18. 

Aufgabe. 

„"Wenn auf irgend einer Oberfläche vom zweiten Grade drei beliebige ebene 
Curven (zweiten Grades) der Gr9f§^ujP5l|[iage_nach gegeben sind: so soll man 
auf derselben Oberfläche drei andere ebene Curven finden ^ welche einander be- 
rühren , und von denen jede zwei der gegebenen Curven berührt'' 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der Form nach den Auf losungen der bis- 
herigen Aufgaben y besonders (16.) ganz ähnlich. Es finden nemlich die Hülfs- 
mittel für die bisherigen Auflösungen, auf ähnliche Weise auch bei ebenen Cur- 
ven, die in einerlei Fläche zweiten Grades liegen , Statt, welches an einem an- 
deren Orte nachgewiesen werden soll Z. B. zu irgend zwei ebenen Curven, die 
in einer solchen Fläche liegen, gehören (wie zu zwei Kreisen, die in einer Kugel- 
flache liegen (16)), zwei (eigentlich vier) Aehiilichkeitspuncte, und diese sind 
Pole zweier bestimmten . ebenen Curven , ( welche in derselben Fläche liegen 
und) welche in gewisser Art, in Bezug auf die beiden gegebenen Curven, die 
Stelle der Potenzkreise bei zwei Kreisen auf der Kugelfläche vertreten. Und 
so ist nun auch die Auflösung der vorliegenden Aufgabe derjenigen in (16.) 
oder in (15.) vollkommen ähnlich, so dafs letztere in der gegenwärtigen ent- 
halten ist 

19. 

Efidlich ist noch zu bemerken, dafs die in den Annalen der Mathematik von 
Gergonne, im I. Bande S^fß^. in der Note aufgestellte, dann im II. Bande 
S. 287. wiederholte, und endlich im X. Bande S. 298. in der Note wiederum in 
Erinnerung gebrachte Aufgabe : 
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„In einen gegebenen vierflädbigen Korper vier Kugdn zu besdireiben, 
welche einander berfihren, and von denen jede au£ierdem drei Seitenflächen des 
gegebenen Korpers berührt ,** mehr als bestimmt. ist^ wie leicht zu sehen^ < 

Sbtt dieser Aufgiabe, ^ren Losung nur in beschrankten ^^eziellen Fallen 
möglich ist, kann man folgende Aufgabe aufstellen: 

fiJn einen,' tob vier ebenen FiSichen begrenzten« 'gegebeänea Korper, drei 
Kugeln zu beschreiben, welche einander berühren^ und von denen jede aufserr 
dem dr^i 3citenflächen des Körpers berührt, * 

Diese Aufgabe ist gerade nur- bestimmt. $ie ist immer zu losea 
möglich. 

Berlin, im März 1826. 



« • 



. • i 



1 1 



* ' , 



■'% 



* # 



.v < 



*•. 



19. 

Ueber die Integration der Di£ferential-Formel ^ , wenn 

R und (f ganze Functionea su 

(Von Herrn N. H. Abel.) 



i. 

W enn man den Ausdruck 

W>p, gnndR ganze Functionen einer yeranderiichen Gfofie4;nnd, nadia; 

difTerentürl^ so eriialt man: 

_,._ dp + d(gV^R) dp -- d(g^E) 

*'*- /, + 9/Ä ~ p-q^R ' 
oder: 

(p - 9/Ä) (a^ + rf(9^Ä)) - ( p + q^R^idp-dig^R )) 
rf*=r ,^- . p*^^*,R ^' 

das heifst: 

, y. 2 p,diq>fR) "2 dp q^R 

Nim ist 

also, durch Substitution, 

pq .dR + 2(pdq—'qdp)JEi 

folglich , wenn man 

( p^~q*.R^N 

setzt: 
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V • M dx 

wo, wie leicht zu sehen, MvxA iV ganze Functionen Yon x sind. 
Da nun z = log ( ^ ^ rn )^ ^^ ^^*» wenn man integrirt. 

Daraus folgt,^ dals" sich iii dem Difierential ^-j^^ för die ratioiiafe FÜnctidn « ürth. 

zälilige Formen finden lassen, die dieses DifTerential durch Logarithmen inte- 

grahel machen, und zwar durch einen Ausdruck von der Form log f ^- — f^ • 

Die Function q enthält , wie man aus den Gleichungen (2) sieht , aufser jß , noch 
zwei unbestimmte Functionen p und ^, und wird durch di^sc Functioifefl 
bestimmt. . . : - • • ^ . 

Man kann nun umgekehrt die Fra^^ iufctellen, oh es moghch sei, die Func- 

tioÄeh 77 iWd (f ^ irttBunehmen , dafs Q oder -v^ eine bestimmte gegcbeste Fonn 

bekommt. Die Auflp^upg dieses Problems führt zu vielen interessanten Itesultä- 

ten, die als eben so viele I^igenscl^aften der Ffln^onen von der^orm 1 ^-^ zu 

c/ V 7^ • 
betrachtep ^nd- JcfesM^erden^ich in dieser Abhandlung ^uf deq Fall beschränken. 

wenn -^ eine g a n z e Turictiön V W .^^ist, und folgende allgemeine Aufgäbe auf- 
zulösen suchen: 

„Alle Differentiale von der ^pm^^^^^, wo q und jR ganze Functionen von 
„07 sind', zu finden, deinen Integrale durch eine Function von der Förth 
„log r /- p ) ausgedfiickt werdert können.* 

2. 

Differentiirt man die Gleidhung 

so erhält man: ' l ^^ 

dN— 2piJp^2qä'q . R — fr. dK; 

also, wenn man mit /? multiplicirt, 

pdjPf— 2p*dp — 2pqdq .R--pq\ dR, 



' \ 



das heifst: wenn man statt p* seinen Werth N.+.q*. . J5 seiet, . 

pdN ^ 2tfdp ^ 2 q^dp . R — 2p(jdq . R -^ p<f . dR; 
oder V . - ^ • t 

pdIV— 2Ndp -^ q(2(pdq — qdp)R + pq . dR), 
folglich, weil v ,, f 

2(pdq — qdp)R+pq.dR — M.dx (2.), ' 
. ^ pdNt±i2N.dp'^qlfI.dx, • * *' 

oder: 

und foIgUch 

Nim soll -^ eine ganze FmictiQn von x sein: also ist, wenn diese Function 

«dnrdi ij keÄdchnef wird: v 

_ dp dN 

Daraus folgt, dafs p . - y , eine ganze Fubcüon von x sein mufs» Nun ist, 

wenn man 

A^ Ä log (o? + a)" (a? + a^)"* (ap-t-o«)""^^ '^ 

setzt, • 

dN m m, m« . / 

JVd{v'^ x + a ^ + A a?+a«V 

also muf» auch .;, 



Pf ' ■ + ,* ■■ + ...;.>+ ^ ) 
^V»r*-a a? + a. x, + aj 

eine gffiow Function seia Dieses aber kann nicht Statt finden , wenn nicht das 

Produkt («,+ ö) ...... (a: + aj ein Factor Y(m ;? ist. Es mufs also 

p s= (o? + a) (^+^'/'t 

sein, wo/?, eine ganze Function ist. Nun ist 

N^p'-q\.R, 

also: Ä / 

log (ar+o)"(a7+aX'---P^+^r°=;'«'C*-Hj)'(^^^ 
Da nun jR keinen Factor von der Form {x+/a^ hat, und man immer anneh- 
men kann, dafs p und q keinen geAifelnscEaftlichen Factor haben, so ist klar, dafs 
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und jR = log(a? + ö) (a? + a^. .\ . . .ix + a^ .R^ 
sein mufs, wo jß^ eine ganze Function ist. 

Man hat also . -. 

A^ = log ^o; + a) (o; + a,) (a; + a») und 

das heifst: iVmafs ein Factor von /t sein, .Man hat auch/? =;.jV./>,. 

Suhstituirt man diese Werthe von jR und p in die Gleichungen (2.), so fin- 
det man folgende zwei : 

6) \M dR , ./ da dp\j. \. , ' 

Die erste dieser Gieichui^geh bestimmt die Form der Functionen /7^ , y, N 
undiS^, und wenn dieselben bestimmt sind, so giebt hernach die zweite Glei^ 
chung die Function if. Diese letzte Function kann auch durch die Gleichung« 
(5.) gefunden werden. 

3. 

Es kommt nunmehr alles auf die 'Gleichung 

7) p:.N-q'.R,^i 
an. 

Sie kann zi^r dui^h die gewöhnliche Methode der unbestmimten Coeflicien- 
ten aufgel5st werden , allein die Anwendung dieser Methode wurde hier äulserst 
weidäufig sein , und schwerlich zu einem allgemeinen Resultat.fähren. Ich werde 
mich daher eines andern Verfahrens bedienen , welches demjenigen ähnlich ist, 
das man anwendet^ um die unbestimmten Gleichungen vom zweiten 
Grade zwischen zwöi unbekannten Grofsen aufzulösen. Der Unter- 
schied besteht blofs darin \ dafs man , statt mit ganzen wSahlen, mit ganzen Func- 
tionen zu thun hat Da in der Folge häufig die Rede von dem Grade einer 
Function sein wird, so werde ich mich des Zeichens <?' bedienen, ufti denselben 
auszudrücken, auf die "Weise, dafs 6P den Grad der Function P bezeichnet, 
z. B. 

o{x + ax + ) = m. 
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Es ist Gbrigens Viät, dafs folgende Gleichangen Statt finden: 

femer 

<r (P 4- iV) =b <Wf>, . . . 

wenn SP* nicht grofser als rfjP ist 

Eben so will ich, der Kürze wegen, den angebrochenen Theil einer 

rationalen Function u durch 

£u 

• • • ■ ■ , 

bezeidinen, auf die Wrise, dafs 

u =? Ea + u\ 
wo rfa' negativ ist 
Es ist klar, da{s 

und also 

wenn äs* negatir ist . 

In Rücksicht auf dieses Zeichen hat man folgenden Satz : 
yyWenh die drei rationalen Functionen u^ v und z die Eigenschaft habeni dafs 



li* = p' + Ä, 



9,so ist 

„wenn 6z < rfp. 

Es ist nemlich , zu Folge der Definition/ 

1^ =je:(c^) + p', 

wo rfii' und rfp' kleiner als Null sind; also wenn man diese Werthe in die Glei- 
chung li* = p' + z suhstituirt : * 

{Eu^\ + 2 a' J?a + li'" = (J?0' + 2 c^ J^p + r'' + z. 
Daraus folgt: 

(£a)' — {JE.^y =r z + P^ — u'" + 2p'jB^ + 2 a'jBw = /, 
oder: 

Nun ist , wie leicht zu seben^ ^ 

» •-••■. 



• 
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6{Eu + jEJp) (JEn, — Ei^) dagegen kl iremgstam ^jpch di^, wem nidit 
( J?a + £^) (£a — J^^) gieidi KoH ist; ei ist dso nodnroi^g 

welches 

Eu=zdzEi^ 

giebty wie zu beweisen war. 

Es ist klar, dals die Gleicbmig (7.) nicfat Statt finden kann, wttm nicbt 

rf(iV>/) = <f (Ä, y'), das heiüt. 

Daraus folgt 

6(NRJ = 2(6q — cf;?, + 6RJ. 

Der höchste Exponent in der Function R mala also eine gecade Zahl sein. 

Es sei 6N=n — m, 6R^ ;i=» + m. 

4. 
Dieses festgesetzt, werde ich nunmehr statt der Gleidiung 

folgende : 

setzen, wo p eine ganze Function is^ deren Grad kleiner ist als * . 

Diese Gleichung ist, yrie man sieht, allgeindner; sie kann dordi da^ nem- 
liehe Verfahren aufgelost werden. 

R 

Es sei t der ganze Theil der gebrochenen Function -mr-ond /' der Rest^ 

so hat man 

9) R^^JV.t + t", ■ V 
und es ist klar, dafs / vom 2m^ Grade is^ wenn 6N^ n^^m und rfÄ, = i»+m. 
Substiluirt man diesen Ausdrudk für R^ in die Gleichung (3.), so ergiebt sich 

Es sei dkimehr 

11) t^t^+t'^ ..., 

so kann man immer t^ so bestimmen, dafs der Grad von /* kleiner ist als m. 
Man setze nemlich 

Jm 

t = a^ ^P a^. a: + o, . fc* . . . . +.a,„a;*" J 

^'. = ro + y, ^+ +y._,*"". 

so giebt die Gleidiung (10.) 



• 
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» » 



+y«,i* , +0'--^. + •••• • -^ •>' + y.* + y- 

Aus dieser Gleictiutig folgt, wenn man £e Coeflidenten mit einander vet^ 
gleicht: 

im I m 

«.-, = 2^« • /?.-, +<2^„_, .^„_, 

...",■■ ■... et& ,:.;•■:. 
«« =2^„.^o + 2/?„...>;+2^„_..^. + ........ 

ym-, = «»-. -^ 2^„_. . ^, -r 2^„,^ . ^, - 

y»-. = ««-. -- 2^„.. . ^, - 2^„., . ^. - 

y. = «.-2/?..^„-V3/ 

y. = «.-2/s..^„ • 

yo = «0 — ^o*- ' 

Die m + 1 ersten ■ CoeiBcienten dieser Gl^chongen geben , wie in jedem 

Falle leicht zu sehen, die "Werthe der m + 1 Grüfsen /3^, /?^_, , "ßo> ^^^ 

die m letzten die "Werthe der Gröfsen y^, y^ty^, fm-i' 

Die vorausgesetzte Gleichung.(f 1.) ist also inuner möglich. 

Suhstituirt man nun in die Gleichung (10.) statt t seinen Werth aus der 
Gleichung (11.), so erhält man: .... 

12) (/;/ - / . t^')N-q' {N. t\ +?) = V. 

Hieraus folgt > . , . 

Bemerkt man nun , dafs 

llipty dem Yqrhergehendem zufolge , A^ 

£(£') = *£<. = *«., 

also hat man 
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/»x = ± ', • 9 + ^» 

oder, da t^ mit 2>dden Zeiciten' genommm wer^mn Jumn, 

$ubstituirt man diesen Ausdruck statt/?, in die Gleichling (Xi>)t so gebt (keseUDe ui 

13) iß" + 2ßt,q)N—q* .szziv 
über, wenn man der Kürze wegen 

setzt. 

Aus dieser Gleichung folgt leicht: 

oder, weil i^']V+s = R,, (indfem Ä, = tiT + <', ja Nt^ + t*, und 
t = t; + t\). 



\ß s ) ""^^ 7^' 



Es sei nun 

wo 6r^ < rf r ist, 
so hat man : 

\ß s / \s/ 7 sß 

Nun aber ist, wie leicht zu sehen , 



also 



folglich 



siso, wennipan 



^(i-'-f)=^(j). 



t.N^ 



Ei ^— j = 2/i setzt, 

^ = 2/x . /S + /9,; wo 6ß^ < rf^ ist 






man folgende: 

ß*.N+2ßt,N(2^ß + ß,)'^s(A/i'ß* + A/jiß,ß + ß;)=zp, 

das 
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das heifst : 
oder, wenn wian 

15) *;.^«~2r,./?^,-*./S.«=:r. 

Weil ^ f ^^ «— j = 2(1 ist, so hat man 

1 + <,iK= 2* . ^ + JB, wo <f jB < rf 5, 
folglich ^ebt die Jelzte der Gleichungen (14.) 

Ferner erhalt man, wenn man den Ausdruck fiir s, mit s multiplicirt, 
SS, =Ns+ i/üLt,Ns — Asy =tNs -#- i*IV' — (2S/J. — t,JV)' 

Nun ist 2sfiL — t^N s= r^ , also 

ss^ ==IVs + t^N* — r/ , und r/ + ss^ = N{s + t^N). 
Es ist ferner 

s + t;N=zn„ 

also 

) 16) r/ + 55,=^A^. /?,==/?. 

Vermöge des Vorhergehenden ist R^=^r^ + r^ ^ also 

r* — r^* = ss^ — r'.ir-^ r^) (r — r^) = ss^ — ^^ 

Da nun d r^ < dr ist, so folgt aus dieser Gleichung, dafs 

rf(5*.) = (r(r + r')(r-r.), 

das heifst, weil r — r, s= £, wo äJE < rfr, 

rf* + rf^s, =: dr + dJ?. 

Nun ist dJE< d.j, also 

d5^ < Sr. 

Ferner hat man : ■ 

Ä = A^.^', + ^', wo d/'<dA^ und d^',< dt,, * 

also 

6s<6IV+St,. 

AhiT Jß = iV{s + t;jr), folglich: 

V' •dfi = 2d/, + 2d;K, *^ 

oder, da dÄ 1=2 dr = 2dr,, 

I. . • 25 
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Danas folgt also, dafs 

Hie Gleidiiii^ p^' . N — q' . R, ^ p ist aiso nmunehr in <£e Glrichiing 

Übergegangen, wo 6r^ = |<f Ä = /n, 6ß^ -< rf^ xmä ds -< m, tf^, < m. 
Bfan crliilt nemEch diese Gleidumg, wenn man 

setzt /, ist durch die Gleichung 

t = /.' -h /',, wo 6i\ <: rf/, und i = J5:(^), 
bestimmt, /i aber durch die Gleichung 

WO i^ + T^ — R,N,s — Nf,'t-Ji — N.L 

Ferner ist 

Ir, = 2/t . * — tJV, 
r^' + ss, = R,ßr=IL 
Es kommt also non anf «üe Glöchong (15.) an. 

5. 

Auflösung der Gleichung: 

s,.ß'-2rJß,-s.ß'=Py 
wo rf* < dr',, <f5. < dr,, 6v < <fr„ rf/J, < 6ß, 
DiTidirt man die Gleichung 

19) s^.ßr-2rjß,-sß/=i9 

mit s^ß^*, so erhalt man 

f ß'^ s,-ß, s-s,ßr 

xmd fol^ch 

\ß. sj - w ^ s,^ s,ßr 



Hieraus folgt. dad(l + ^^)<d(^^), 



tv 
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£(e.)=^Q).(,±0, 

WO man das Zeichen + nehmen mufs, weil sonst ^ (^j gleich Null sein 
würde, also ' 

daher, wenn man 

setzt« 

Substituirt man diesen "Werth für ß in die gegebene Gleichung, so kommt 

20) *..^.*-2r,.^../9.-5 .^/ss-p, 
wo r = 2/1,5, -- r,, *, = * + 4r,^, — 4*,^/. 

Da jB(-) = /a,, so ist 
Dadurch erhält man 



r. = r,-2JE, 



also, wie leichl zu sehen, 

Die Gleichung (10-) hat folglich dieselbe Form wie die Gleichung (20.), und 
man kann also darauf dieselbe Operation anwenden, nemlich wenn man setzt 

fj,^ == HC'f), r. = 5.^. + E,, /9. = 2/a./?. + ß,. 

Dieses eiebt ^ . 

5, . ß,' - 2r,/?.^, - 5. . /?/ = + P, 

r ,. r, = 2/1,5, — r, = r, — 2it,, 

5, = 5, •+ 4r,>, — 45,/x,* = 5, + 4£./i,, 

und (yy, <rf^,. 

Fährt man auf diese Weise fort , so erhält man , nach » -^ 2 Transforma- 
tionen, die Gleichung: 

21) *, ■ ß\.. - 2^ . ^... . /?... - *.,. •^. == (-0'-' • ^, 

woJ^„<rf/9„... 

Die Gröfsen s , r , ß sind durch folgende Gleichungen bestimmt : 

' " ■ 25* 
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n 

WOZU noch die folgenden hinzugefügt werden können : 

'•« = '•»-.— 2£„_„ 

Da nun die Zahlen 

SßySß,, <fy?„ 6ß^, etc. 

eine abnehmende Reihe bilden, so mufs man nach einer gewissen Zahl von Trans- 
formationen ein ß^ finden y welches gleich Null ist Es sei also 

Alsdann giebt die Gleichung (21.)> wenn man n = nt setzt: 

22) s^. ^._. = (- 1)-' r. 
Dies ist die allgemeine Bedingungsgleichung für die Auflösbarkeit der Glei- 
chung (19 )• 

sm hängt von den Functionen s, s^, r^ ab^ und ß^^'^ mufs so genommen 
werden, dafs 

n t in ■*! 

Die Gleichung (22.) zeigt an, dais man för sJle s^ s^ und r, unzählige Wer- 
the von (^ finden kann, welche der Gleichung (19») genug thuiL 

Setzt man in die gegebene Gleichung statt p seinen Werth ( — 1)""" * . ^^^ß'^^^, 
so erhält man 

s,.ß'- 2rjß^-. s .ß,* = {- 1)— . s„ . /?*._.. 

welche Gleichung immer auflösbar ist 

Es ist leicht zu sehen , dafs ß und ß^ den gemeinschaftlichen Factor ß^^ ^ 
haben. Nimmt man daher an, dafs ß und ß^ keinen gemeinschaftlichen Factor 
hab«i sollen, so ist ß^^^^ unabhängig von a:. Man kann alsdann ß^_^ = 1 setzen, 
und folglich hat man die Gleichung 

s,.ß'-^ 2rjß, - sß^' = (~ ir'\. 

Die Functionen ß, ß^, ß^, werden durch die Gleichung 
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bestimmt, wenn man der Reihe nadi n =: i, 2, *, m — 1 setzt» und 

bemeiit, dafs/S. = 0, nemlich: 



/^.==2^,.^,+/?„ 
Diese Gleichungen geben : 

\ßj 

^^=2/x„.., 
folglich erhalt man, durch auf einander folgende Substitutionen: 



2/A, 



ß. ^' 2ia. 



2/t, 



Man hat also die Wcrthe von ß und ^, , wenn man diesen Kettenbroch m eineh 
gewohnlichen Bruch verwandelt. 

0, 
Setzt man in die Gleichmig 

für V seinen Werth ( — 1) " . s , so erhält man 
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WO 



also 



folglich 



. (I)' 



2/«. 



2y« 



2 



Die Gleichung: 



2/^«-t 



giebt 






also I wenn man m unendlich grofs annimmt : 

Q V N' 



9 
folglich hat man : 

1/f = '■ -- V- 



1 



^« ^ 2/£3 + etc 



Man findet also die Werthe von p^ und y für alle m, wenn man die 
Function 1/ ^ in einen Kettenbruch verwandelt *). 



•) Die obige Gleichung druckt hier nicht eine absolute Gleichheit aus. Sie deutet nur 
aur eine abgcküretc Weise an, wie die GröEsen /, , a*, t^.^, /*£,.•.... gefunden wer- 
den können. Sobald indessen der Ketteabrach einen Werth hat, ist derselbe immer gleich 
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7. 
Es sd nun <> = a» so ist 

Sobald also die Gleichung 

auflösbar sein soll, so mufs wenigstens eine der Gröfsen 

unabhängig von rr sein* 

Und umgekehrt: wenn eine dieser Grofsen unabhängig tob x ist, so ist es 
imtaner müglich^ £wei ganze Funelioiieti jfi^ und q zu finden , die dieser Gleichung 
genugthun; Wenn nemh'ch s^ = a, so hat man die Werthe von /?, und q^ wenn 
man den Kettenbruch 



''•-'.+ . * * 




9 ^ ■■ 2,r ;'i. * 






1 



in einen gewohnlichen Bruch verwandelt. Im Allgemeinen sind , wie leicht zu 
sehen, die Functionen Sp s^, 5^, etc. vom (/i-*l**») Grade ^ wenn NR^ vom 
2n^^ ist Die !ßedingonga(- Gleichung 

^^ = a 
giebt also n — 1 Gleichungen zwischen den Coeflicienten der Functionen N und 
iS^y und daher kann man nur n+ i dieser Coeflicienten willkürlich annehmen; 
die übrigen sind durch die Bedingungs- Gleichungen bestimmt* 

8- 
Aus dem Vorhergehenden folgt nun also, dals man alle Werthe von jR^ ui^ 

N findet» wdche das DiiTerential -y^ — jr. durcii einen' Ausdruck von der Form 

V Ä, .IV 

integrirbar machen , wenn man nach und nach die Grofsen s^ s ^ s^ . , . .\ . s^ 
imabhängig von x setzt. 

Da /? = p^Nf so ist auch 



oder: 






AM 
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/; 






wo 



23) {v = 



2/tt 



2^, 



1 



2/", 



2^._.' 
wenn man annimmt , dafs s^ = einer Constantc ist. 

Wenn nuia R^ , N und /?, , ^ so bertunnit sind, so findet man q dyrch di 
Gleichung (5.). Diese. Gleichung giebt, wenn man p^N statt p und ^ stat 



N 



setzt, 



/ dN 



2i\^.i^^.- 



Hieraus folgt» <Iafs: 

rfQ = (f;?, + rfA^— 1 — rfy = rfy9 — rfy — 1. 

Nmi aber ist, wie man vorliin sähe, ^p + &q + n, also 

(^9 = ri— i. 

Wenn also die Function R oder Ä.iV^vom 2n*^ Gra% ist, so ist die Funclior 
9 nothwendig vom (n — 1)**" Grade. 



r. 



9. 



Wir sahen oben , dafs 

sein niufs ; man kann aber immer annehmen , dafs die Function A constant ist 
In der That ist 

/(Ä.7V) '"^Kp^^N-q^Rj^ 
also auch 

das heifst, wenn man 



/v 



'JK-t- R. - 

^p:N^R^-^2qp;{{R^f^h 



Tetzt, 



p*jy+ R, =p' und Qp^qTszq* 

j /R '"ßV-^/it;- 



Es 
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Es ist klar, dafs p^ und (f^ keinen gemeinschafdiclicn Factor halben; also 
kann man immer r . 

• ■ ■■■5^^*'' V ..... 

setzen. Man hat also statt der Gleic^uug p*^T-!(fR^ = i folgende: 

p'^ — q'* .R^i„ , ,....., ,....;■ .. ..... 

deren Auflösung man erhält, wenn man oben iV gleich 1, und R statt R^ setzt. 

Da TV ^=: 1 , so hat man , wie laicht zu s^ien, 
iW '- / r== Ä; i, = r; JS == r* -*• 5, , \ .. ^ 

■.1 
■ + — 

/i = jB^'7 Ji r ;Ä.y . yu + e; 

24) ( ^.=^Q)'.r«=f*«-^*+."' . . ,: 

r. =r— ^•. 5. =^ + As AI , . 

,..;,.' .....•..•••*.•• 

\ r =r — £ .X? =^ ^ + f .M^ = ö. 

Wenn nnu R, r, /uu, /i^, ^^,, durch diese Gleiehungen he- 

stimmt sind, so hat man: 

vic aus der Gleichung henorgcht , wenn man N= i setrt. 
I. 26 
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Man lann dem AnsJmcke 



eine eii^achere Form geben ; nemfich die Form 

Dieses läfst sidi leicht, wie folgt, beweisen. 
Wenn man setzt: 



''--* I * i 




fi ~" • * '^IL %. 




• 


1 



90 ist, wie aus der Theorie der Ketlenkrache bekannt 

"• = «W_, + 2/i__, . o^j (a) 

Diese Gleichongen geben darch Elimination von /^^.^: 

also 

wie bekannt» 

Die beiden Gleichungen (a) und (Ä) geben ferner: 

a* = <x* + 4cp . a . /x -f- 4/1-* . a* 

Hicrans folgt 
Mun aber ist: 



also, w^nn man substitinrC : 
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Vermöge des Vorhergehenden aber ist 

folglich: 

Es sei 

^„ = a^ yT^+ß^/^R, und iß'^ = a^V^N—ß^ /Ä,, 
so erhalt man , durch Multiplication : 

Es war aber, wie wir sahen, 

«-^-.-«...i5. = (-l)-'. «.«„.. A^-^.^...Ä. =(-1)""' • '•.. 

folglich ist 

und auf dieselbe Weise 

*'..*.-. = (-ir"'(r.-/Ä). 
Hieraus folgt, durch Division : 






a-f 



das heifsty wenn man mit ■ 7** multiplicirt. 

Setzt man der Reihe nach 

/7i = 1, 2, 3 m, 

so erhalt Omoi • 





*'. - r. - »TÄ • *" 



ü; 






■*i n 






woraus leicht folgt: 



26* 
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^' ^ ' r, -yfJi. ' r^-yfli, ' r^-V^ r^"^^' 



Nun aber ist 






^» «„/^-/^„/^/ 



und 
also 

und wenn man die Logarithmen nimmt, 






wie zu beweisen war. 

11. 



Differentiirt man den Ausdruck z = log ( "^ , ^, " ^ ,, ' ). 

hält man nach den gehörigen Kedactioncn : 

. _ 2 K «i^„ - ^„ daj NR, -^ a„ yg^ (it, dN- JVdRJ 

(al.JV^ßl.R^).yr(^.RJ 



Nun ist 



a'.N—ß'.R, = (-if-\s. 
also wenn man 



setzt. 



9jn Ja? 






folglich 



=i 



^»/(^•A)' 









oder: 

da: 

In diesem Ausdruck ist s^ höchstens vom (rtr — 1)^'*- und q^ nothweiidig vom 

(n — 1 + 6s )'"* Grade, wovon man sich auf folgende Wiji^e überzeugen kann. 

Differentürt man die Gleichung 

29) ,<.iV-/3l.iJ. = (-ir-'..v 

so iindet.man iblgeiiilc: / • 

■'■ , 2<* Nda^ + a* flN — 25 dß^R, — ß'JIR, = (- 1"" V* . 

oder, wenn man mit a A^muhiplicirt,^ 

alN(2Nda^+ajN)- 2a,J^äl3JfR-plaJfdU,^(r- 1)""- a„^VZ.„. 
Setzt man hier statt a^TV seinen Werth aus der Gleichung (29), so erhalt, man. . 

dasheifst: 7 

Ä„(2K.i/3„- A„r/aj^R. -aj9„ (ff.J^r_ ;rji?.)) 

Nun ist, vermöge der Gleichung (27>), die Gröfse linker Hand gleich 
ßJ{—iT~\^dx^iAiohk\rn^it 

■•■■■•• /2Nda^ «itt''^\ ^^'^m ' 

Weit nun äs^< n, so ist die Functiöu rechter Hand> wie leicht zu sehen^ ueth- 
wendig vom (rfi-^ + 6N •¥■ <fa„ — 1)"" €Lrade; also 

Aber aus der Gleichung folgte dafs 

26fa^'\'SN—2Sß^ + 6R^, 

also A^ — is^-^- _ -j_l^ 

oder, darf ^^+<rÄ, s=2n, ' 

das heifst: 9^ ist nothwendig vom C^^^m-v"** /* — 1)^*^ GraJe. 

o- 
Daraus folgt, dafs dieFuHctfonf — vom {'/i^-^ i)»^ Griidtf ist. 
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Sfetzt man in die Formel (28.) N^i, so ist <, = r, und also 

wo, zu Folge dßr Gleichung {30,), 
Setzt man in die Fcurmel 

S = (X. 

SO ist: 

WO 

und wenn man *Nss i setzt, 

Dem Obigen zu Folge ist diese Formel eben so allgemein als die Formel 

■ irdsß 
(30.) , und giebt alle Integrale von der Form I -jrs t wo 9 und R ganze Func- 
tionen sind , die si^h durch eine logarithmische Function von der Form 



H^ 



SP — 9'^^^ 
ausdrucken lassen. 

» 

12. 

In dem Ausdruck (28.) ist die Function — durch die Gleichung (30.) gege- 

ben. Man kann aber diese Function auf eine bequemere Art, mit Hülfe der 

Gröfsen /,, r,, r^, etc. /x, /x,, ^^, ausdrücken. 

Man bezeichne die Function 

7 

so eiliält man , wenn man da» Piflerential nimmt. 



'°6 C'-^r) *^""* ^•»' 
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oder , wenn man redudrt^ 

r.dR'^2Rdr i 



Jz^^ 



m 



r 



r^^Ts vä' 



Nmi ist, wie wir vorhin sahen, 
abo, Wieno man mit s^ ^ multiplicirt;. 
das heifst: 
Ktmirt 

''m^'^ 2^m-l /•^m-l "**■ 'm-l>* 

folglich^ wenn mau diese Gröfse suhstituirt^ 

wwaus man man durch Transposition 

findet. . 

Alis dieser Gleichung folgte . da{s r^ + J?b» • "^m-* einen und denselben Werth 
f&r alle m hat, und dafs also auch 

^!L + •^« -^«»^-1 =''/+•«* •^. 

aar m la— i i • » . 

ist* Wir sahen aber oben, dals r/ + 55, = JR, also auch 

34)Ä = r;;, + *„i..,. 

Setzt man diesen Ausdruck fär JR in die Gleichung, so erhalt mas nach 
gehörigen Reductionen: 

Da nun 

<if r 

ist, so gett das Glied ^^ , -r^ im 

Über. Also erhält man 
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m ^m-1 -i-tA^yr/J ^^ ^R ^^^ ^/{ 

und durch Integration , .- 

Dieser Ausdnick ist, wie man siebt, eine Rcdnctions- Formel für die Inte- 

— — . -p^' Sie gjlcht ncmlicji das Integral I — - . -rr^ 
dureh ein anderes Integral von derselben Form und durch ein Integnd von der 
Form I "T-i}, wo / eine ganze Function ist 

Selzt man mm in diese Formel statt m der Ileihc nach jri— l,7ii — 2,... . 
.... 3, 2, so erhält man m — 1 ähnliche Gleichungen, welche addirt, folgende 
geben, wenn man bemerkt, dafs r^ dasselbe ist wie 2sjül — r,, das helfst, vermöge 
der Gleichung 

dasselbe wie — t^N: 

J~^/^~ (.. + *,+.. + + r^ Js-yra 

Man kann nun ferner das liitegral I — . -^-r= redudren. Diflcrentürt man 
nemlidi den Ausdruck ' 

so erhält man nach einigen Rcducliunen: 

Nun Ist 

Sobstituirt man also in die obige Gleichung statt R, diesen Ausdruck, so findet man 

folglich, wenn man integrirt. 

Da- 
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'%V75' 



/ 



«^« ^ 



'f 



das heifsty wenn man statt z, z, , is^ ihre Wcrthe setzt: , 

Vi? r 



36) 



/ 



Diese Formel ist ganz dieselbe wie die Formel (28), und giebt: 



m m 



J>er obige Ausdruck erspart aber die Berechnung der Functionen a^ und ß^ . 

pds r 
Wenn nun s^ unabhängig von cd ist, so verschwindet das Integral I — ^ . -^^, 

und man erhält folgende Formel : 
38) /-7g(iV'^+-^^^i + ^i + ^^^ 

Wenn in dem Ausdruck (16.) iV= 1 , so ist /, = r, und folgh'ch: 

/ils T 

~r ' 7k~J^ (dr+dr^+dr,+.... +dr^-/uls -/u,ds, -... -/ujls^) 

und wenn man hier 5^ = ö setzt : 

1/2 (dr + dr, + dr^ + .... + dr^ — /xds — /u^ds, — . . • •— /«„_,</^„_,) 

Dem Obigen zu Folge hat diese Formel dieselbe Allgemeinheit wie (38.), 
I. 27 
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f tri 

und giebt daher alle Integrale von der Form I -7-^» wo t eine ganze Function 
ist, die durch eine Function von der Form 

ausgedrückt werden kann. 

13- 
Wir sahen oben , dafs 



1/^ = / 

VN • 



1 



2>tt + - i 

^* 2/x, + etc. 
also, wenn man N ^= i setzt: 

^ 2/UL, A 1 



2i", 



2/«, 



Im Allgemeinen sind die Grofsen ^, ^,, A»^» ^3. von einander ver- 
schieden. Wenn aber eine der Grofsen j, 5^, 5^, 5^ unabhängig von 

^ ist, so wird der Kettenbruch periodisch. Dieses kann man auf folgende 
Art beweisen : . 

Es ist 



^üx* ••" '^« • -^«j.« = JR = r* + j, 



also > wenn 5^ = a. 

Nun ist tf r^^j =rfr, Ss <. ör^ ^^mV\ ^ ^^9 folglich kann diese Gleichung 

nicht bestehen, wenn nicht zu gleicher Zeit 

s 

''mti —''> •^m+i — -• 

Da nun 

so ist auch 

das heifst, weil JE f - J = a«, 



^m + 
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Es ist ferner 

das heifst, weil s^ = a, r„^ , = r, ^„^ » = a/», 

«„+» = a ( 1 + 4^r — At^'s); 
folglich, da 5, sss 1 + 4^r — 4^*5, 

Munt ist 

aUo, da r, = 2-^^ — r, 



Daraus folgt ferner 
also: 



''■nil — ''«• 






^«<-~ a 



Setzt man dieses Verfahren fort , so ist leicht zu sehen , dafs allgemein : 



r ,_^= r ., 5. =a"~ » s 



41) ) » + « n-i» m+B 



o-t 



Das Zeichen + mufs genommen werden» wenn n gerade ist, und das Zeichen — , 
wenn n ungerade ist. 

Setzt man in die Gleichung 

'^ + ««^ 1 «y«* = '•* + "^ 
a statt s^ y so erhält man 

Hieraus folgt 






=<Ö- 



Nun ist /^TO = £ ( — ), also 



^m = ^.E(0, 



"" a 



das heifst 

1 

Femer hat man 



27* 
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S 



das faeifst, da r^ = r, ä , = -, 

' m ' II1"*1 gm' 



2.9 



m-i ^ m-i 



Aber r + r^ = 2^^, also 



m . . Q 



Nun ist 



Sn-l **" "^in-X • •^m-« — '*f "+" -^ • »^i 



das heifst, weil s^. =-, 



(''m-l + r.) ('•m-i — ^) = ^ («^i — -^m-.)- 



Wir sahen aber, daf« 

2s 



'•m-l — ''i = "^ ('^m-l — ö/*),' 



^m-a — '"a» "^m-S — ^ ' ^2^ ^m-a — T» 



also, wenn man substituirt. 

Da nun * (r^i» + r,) >rf (a^, — -^m-i)» ^^ g^^^^ ^^^^^ Gleichung 

folglich auch 

Durch ein ähnliches Verfahren findet mau leicht: 

1 _ ^ 

und allgemein : 

» — 11 ü — 1' m — n n— I 

Es sei nun: 

A) m eine gerade Zahl , = 2 Ä 

In diesem Falle ist leicht zu sehen, dafs, vermöge der Gleichungen (41.) 

und (42.), die Gröfsen r.r^yT^.r^ s, s^, s^ f^,f^^, f^^ 

loigeiKle Reihen bilden : 
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1 2 ....2k-2 2ifc-l 2k 2k+i 2Ar+2...4A:-l 4k 4Ar+l 4k+2 4Ar+3 4Ar+4 



1- r, r,.... r. 


^ 


r 


r 


^ 


• • • '0 


^ 


r 


r 


^ 


^ 


' etc. 


^ j^ 5,.... as^ 


s 
a 


a 


s 
a 


as^ 


• . • j - 


^ 


1 


s 


^i 


^. 


etc. 


^ ^* ^. .... -^ 


ai^ 


T 

a 


cu^ 


a 


• • • r^. 


/• 


r 


f* 


^t 


^ 


etc. 



B) Es sei m eine ungerade Zahl, = 2A: — 1. 
In diesem Falte geben die Gleichungen 



fiir n = Ar, 



^„..= «~'^.-i ""d ^£k...i =« '^..t 



^k-, = ^ 



\-i» 



folglich 

a= 1. 

Die Gröfsen r, r^ etc. ^, ^, etc. /x, /i^ etc. bilden also folgende Reihen: 

1 2 ....k—2k—ik k+i 2k—2 2k—i2k2k+i2k+2cic. 



r r^ r^ ••••''k-fi ''k-i 



''k-i ''k-« • • • • 



S S^ S^ .... S^^^ S^^^ 



"^k-i "^k-s • • • • 



r 


»•. 


'■« 


etc. 


£ 


*. 


*. 


clc. 


i** 


i". 


i". 


etc. 



s 1 

/«/"./", — /"k-t i"k-l ^k-l <"k-» — /^ '' 

Hieraus siehet man, dafs wenn eine der Grüfsen s, s^,s^ . . . . unabhängig 
von X ist, so ist der aus -^R entstehende Kettenbruch immer periodisch, und 
hat allgemein folgende Form, wenn ^^ =s a. 



/ii=r+ 



2/"+: 



1 



2^, + 



1 

a 2a fx-^ 



2r 



a 



I 



2«,u + 



1 



' ^ + 



«tc 



1 



2^f: 



1 



2r + : 



1 



Wenn m ungerade ist, so hat man uberdem a = i , und alsdann 



2^ + .. 



yfR=r 



1 



2/x 



1 



V. 



-t 



1 



2/«. 



- 1 



1 



2/H 1 

^'-*-2;ir- * 



2^- 



efc. 



• « 
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Das Umgekehrte findet ebenfalls Statt; das heilst: wenn der aus ^R entste- 
hende Kettenbruch die obige Form hat, so ist s^ unabhängig von a:. Denn es sei 

so hat man , da 

^m ~ '^m ' ^m "*" ^m» 

r 

m /Y m m 

Da nun r^ = r^^^ + £„.,, wo <f^^.^ < cfr, so ist klar, dals auch 
Dadurch wird die Gleichung 

folglich : 

^ = a; 

wie zu beweisen war. 

Verbindet man nun dieses mit dem Vorhergehenden , so findet man folgen- 
den Satz: 

yy Wenn es möglich ist, für q eine ganze Function von der Art zu finden, dafs 



/' 



,,so wird der aus ^R entstehende Kettenbruch periodisch sein, und folgende 
.,Form haben: 



1 



• • 






2/u^ + etc. 

„und umgekehrt, wenn der aus /"JK entstehende Kettenbruch diese Form hat, so 
„ist es immer möglich, für q eine ganze Function zu finden, die der Gleichung 

9 gcnugthut Die Function y ist durch folgenden Ausdruck gegeben : 

^ 1 



2/a, 



2ia + — . 
'^ 2r 
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In diesem Satz ist die vollständige Auflösung der im Anfang dieser Abhand- 
lung aufgestellten Aufgabe enthalten, 

15. 

Wir haben gesehen, dafs wenn j,|. ^ unabhängig Ton x ist, allemal s^ ss 5|^.g » 
und wenn s^^ unabhängig von a> ist, s^ =^ ^\~\ ^^^» wo c constant ist Das Um« * 
gekehrte findet ebenfalls Statt , wie sich auf folgende Art beweisen läfst: 

L Es: sei zuerst ^ = ^i«,, 
Es ist 



also, da sy = 5^^ 



''i-i "+• '^k-i '^k-* = r,j + J| . ^k-i> 



\ — 'k-t 



Nun ist 

''k = /*^k • -^k "*" *k » 

•^k-i == ^k-f -^k-«"*" ^k-*^ 
folglich 

Aber 

folglich^ wenn maa subsfituirt, 

Diese Gleichung giebt, wenn man bemerkt, dafs: Se^ < rf^^; <^^k-t **^ ^-^k-^» 

/^k==/*^k--2> ^k = ^k-f 
Femer ist r^^^ =^ ''k — 2^^^» ^*^* vermöge der letzten. Gleichung,. 

dashcifst, weil r,^.j = r^_^ — 2^,^-^, 



Nun ist 



'"ki» — ''k-«- 



.• 



^1^1 "*" -^1 • -^k + i — '"k-a "*" -^-a • ^U^^r 



also, da rj^|, = r^«,, ^^ = «yk-a» auch 



•^kfi — -^k-^y 



Verbindet man diese Gleichung mit den GleicFiungen 

'•k + l=/^k+l ••^I+l + ^k + i ^^ ^k-5=^-5 "'^k-a+^k-s»' 

so erhält man 

''k+i ~ ''k-S = -^k+i C*^k + l ~ /^k-5) "*" ^kf 1 ~ ^k-3- 



k+n '*k-«-l> ^k + « ^k-.n-£» "^k+B '^k-o-2 
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Nun aber ist 

^k^x = ^k-% «nd '"k.« = ''k-s — 2«krs> 
folglich 

° == ^k+i ('^k+i "" ^k-3) "*" ^k+i + ^k-5- 
Hieraus fol^ 

Fährt man auf diese Weise fort , so ist leicht zu sehen , dafs allgemein : 
Setzt man in die letzte Gleichung /z = Ar — 1 » so findet man 

Nun ist klar, dafs s^^ dasselbe ist wie 1 ; denn es ist allgemein 

^ = '^^ + ^«^«.1» 

also , wenn m = , . 

Aber jR = r* + j? , folglich ^_^^ = 1 , und also auch 

^.k-t=l- 
n. Es sei zweitens s^=^ cs^^^. 

Es ist 

r^ = f\.s^ + €^ und rk_, = ^,,.,.^k., +V„ 

folglich : 

7k — '•k-i = -^k-i (^^k — ^-i) + ^k — ^k-i- 
Nun ist r^ — r^^^ = — 2£,^^^, folglich 

Diese Gleichung gicbt 

_ 1 _ 

^k T- ^ • f\^if ^k ^k-f 

Da nun 

'•k - '•k.. = - 2^^^,, r^^^ — r^ = - 2^,,, 
so erhält man durch Addition 

'"k+i ^''k-i- 
Ferner ist 

''k+i "*" -^k • -^k+i = ''k-f + -^k-i • -^k-«» 
also, da r^^, = r^^^, ^1^ = c ^1^^^, 

_ 1 



JShrt 



Fährt man auf diese Weise fort I so erhält man 

also , 5^ unabhängig YQQ 0?. ■; j . . , .' ?. j 

Diese Eigenschaft derGrofsen s, s^, s^ etc. zeigt, dafs die Gleichufag ^s^ssa 

mit s^ =s o^* . s^^^, und die Gleichung Sj,| j_^ =& 1 mit s^ = 5^^^ identisch ist 

Wenn man also die zu ^g^^u gehörige f*oim der l^unction JR sucht, so kann 

man statt s^ = a, s^z=z tT'^ • ^^^ setzen, und ifenn man die zu der Gleichung 

s^y^ = 1 gehörige Form such^ so ist es hinreichend, ^^s ^^^ zu setzen ; was die 
Rechnung sehr abkürzt ^ ' 

16.. 

* • ^ 

Vermöge der Gleichungen (41;) ttnd (42.),Mnn man dem Ausdrucke (40.) 
eine einfachere Form geben. ' 

Man erhalt nemlich : 

a) Wenn m gerade und = 2 Ar ist: . 

I / 2(dr+Jr,+....+£/r^^^+|flrr^— /iA^/x,dj^— .... — /^^^^ 

b) Wenn m ungerade und := 2 A' — • 1 ist : 

■ 17. ^ ■ 

Um das Obige auf ein Beispiel anzavmdep, wollen wir das Integral 



/; 



odx 



nehmen. 

Hier ist SR = 4, also sind die Functionen s^ 5,, 5^, 5^ ..... . vom ersten 

Grade, und folgjlich giebt die Gleichung s^ ss Gonst nur eine Bedingungs- 
Gleichung zwischen den Grofsen a, ^, y, cT, e. 

Wenn man 

a?* + ao?' + ßx* + yx + <r = (o?* + a^ + Ä)* + r + ^a? 

L 23 



^^ 
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sclzt, so hat man: .». •«; :' •• i-;.'' •■ ; • *^ •-'••■» i- ^ '« .•'• • 

r = a?* + ao? 4^ bj s^=^C'^ ex. 

Um die Rechnung zu vereinfachen, wollen wir c^O 4^ml 

s::fzeXp und (blgUch . :j . 

das heilst: 



i .. >' 



Ferner 



r, = r — 2£ = a?* — ao? -fr-Ä — 2b = x* + ax — ä. 



S^ + ax - 



»i ;:•.•;• 






ii 4Ä"* '16* 



8>. 



/ 1* 






«'„--jA ) 



Es sei nun - .- ■■: -^- '.•!?■ •;?!;! •.■:' . lu ■.:;•) ^ 



•♦ - 4 .^ . . ^-^ ^' : '«' ■ 1 ' ! -i 



-.!-, . 



'Erstens:, ^, «^ oonsbnt. . ,v. .. - ^ 

Alsdann giebt die Gleichung 

. ■ ■ '-' ' ■• -.- . i 4^' \ iabu-., ... 

6 = 0, . 
folglich 

das heifsty weil /x = ^ 5 = ex. 



/; 



}• i" ' -i-' 



^. _ — ^^ ■ ■ Äi^BBi I^^^Vk ■ , 



Dieses Integral findet man auch leicht » weim man Zähler und licü^er des Diffe- 
rentials mjlt o; multiplidrt .. r 4. ;■' i. ~ 



In diesem Fall giebt die JFomicl, yn^ü ^ = 1 , 



Nun aber giebt s^ «^ Conal.,^/i=:vr^, -idsö 






e '• . e, 

folglich Äe JkÄAgiing*fJGä«chun^ -[«-r +^ , 

D^ nun üenvr ^ ^ ^-— r^, f; =??\r^*- + <»a? + i, r^ csjr* +.a4f^ ^ > *o wird 
diVFonneh \ •- 



-j-'-A 



^ -v». -- 'A 






D r i 1 1 e ii s f lEs sei 5. == Const 
Diese Gleii^mig p,?!*, i *^ *,f *»$ beJLfst: ; 



-h 



«^ 



Ab ^ 16Ä' "• 



• . • »•• • • ( 



:j* •:• ■ <Li> :) »L' 



Hieraus findet man v ^ ^ 

e = - 2Ä (o db ^(a« + 4*)]f, ^ . 

Die Formel (44.) ^ibt folglich, w^U ^ = 2, ^ , ^/' • ' 

/ ((o?* +ar +Ä/— 2Ä (adbvr((a' + Ab) . a:) 

Ist X. B. a = , Ä = 1 , so erhält niaii folgÄödei IdtiBgJ'dl : 



/; 



• • * 



/ 



t^mm/^^^^--^^ 









4 X 



Viertens: Es sei 5^ =; Const 
Dieses giebt s^^= cs^, das heifst: 

28 • 
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Hieraus erhält maii, venn man die CoefHcienten yer^eicht und nachhw 

c eliiAiiiirt I 

" ~ / " » • 

{e + Aab)\^ i6b* — e(« + lab), 
«• + 60Ä . « = 8*' — Sa'b*, 

e^i — Sab^ V"(8Ä' + a*b*) = — 5 ((3a * /-(a* -FS^)). 

Vermdge dieses Ausdrucks giebt die Formel (43.) ' 

/ {6x-k-\a — WCa* + &b)dx) _ /x*+ax+b^^R \ 

/ ((j;* +aa;+Ä)* - b (3a + /(a* + 8Ä) x) "^ °^ W+aa;+Ä-/JR^ 

: /ü^4-ax^+'^n\ / 'x'+ia>+^(a-/'(a^4-8b))+^B\ 

-*- ^'^ U*+fla;-Ä-./-Ä/'^''*«V**+a«+;'(a-/-(o'+8Ä>)--/J«/ * 
S^tzt mau z. B. a s 0., i ^s L so beloknmt man:- 

Auf diese Weise kann man fortiaHt-en und nodb nii^hreFe Integrale finden. So 
z« B. läfst sich das Integral 






/kc^»' 



durch Logarithmen ausdrücken. 



Ju 



• » 



Wir haben hier die Integrale von der Form f —^ ge^ucht^ die sich durch 
eine logarithmische Function von der Form 

ausdrucken lassen« 

/ , Man konnte das Problem noch allgemeiner machc!^^ und allgemein alle In- 
tegrale von einerlei Form suchen , die sich auf irgend eine Weise durch Loga- 
rithmen ausdrücken lassen ; allein man würde keine neue Integrale finden. Es 
fmdet nemlich folgendes merkwürdige Theorem Statt: 
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.1 « . 



/i 



Wenn ein Integral von. der Form 

,9 WO 9 und, ^. ganze Functionen von rr sind, durch Lpgarithmep ausgedrückt 
,,w^den kann, so kann man es immer auch folgender Mafsen ausdocken: 

„ WO ^ constant ist und p und q ganze Functionen von x sihd.^ 

itses fbeoi'ein ire^e ich b^i elneir sndem Gelegenheit beweisen. 



'''".'■■■''','"" 20. ' ; 

Bemerkung über die Lagrangische InterpoIatioDS- Formel 

(Von Herrn Prot Dirksen.). 



JtSekanntlich kommt die J^üdung der Lagr anzischen Interpolations - Formel 
auf die Losung von folgendem analytischen Probleme zuirfidc : 

Man wünsicht eine algdbiraisch^ ganze, die. (tI*— 1/*. Ordnung nicht über- 
steigende^ Function yon d?, die Jiier, der Kürze wegen, nut/(x) bezeichnet wer- 
den mag, zu findea, so herschaffen, da&. sie die Werthe -/^^, -^,, ^^^ 

A,, ...... -4* s Kefere,. wenn man darin fiir o? nach und nach die n Werthe 

»a, a,, ö, ..••.. ö^ ••••• • ö... substituirt 

Der Fordermig nach ist 
A^) ==== Af^ + M^ -*- ilT.i^ + M,ir' + .... M^a;^ + . . , . M^^x^'' 
eine algebraische ganze Function von der^ii— ly^^Ordnünjg; und da das Pro- 
duct aus den nFactoren 

tr — »Q, ^ *"" ^t r ^ "~ öj> •••••• fl? "^ ö-^f ...... a? — ^«-t > 

die Grofse (o?— aj («?— ä^) (a? — ß^) . . (or — a^ ...... (^~o^.,) nament- 

Kch, eine ebfen solche Function von der n**" Ordnung ist: so wird^ der Theorie 
der Zerfällung gebrochener Functionen gemäfs, der Bruch: v 

/(^) 



n-i 

. . . . ^~~"~^"~~~ ■ f " ...» 



o? — a^ iT— ö^ i»? — ö^ 07 — ö o?— a^ o: — a^ 



B-i 



i3A Dirlisen^ über die Lagrmgiscke lni£rpolaii6us''FärmeL 

{Toselzt werden dürfen» wo ganz allgemein Cj|^ von :minab)iäii|gig ist Ikeinnacli 

hat man ' ' ii 

folglicli, ganz allg«mfJn, ,. ,, ^ .^^ , ,' , . ,,, , ' ; , . . . , 

fi%) = ^,» = Cm^«>^- «<.) C^ü-T <^.) (<?i*-f^f>'; (<?^Tff/.A«) (<?/*-ö/*+i):- •I^l/.frio. -,). 

etidlich : 

Substituirt man diesen Werth für C„ in die Gleichung (1.), so kommt 

oder, in entwickelter Gestalt, 



r 



5 4 






i-' : M*.;« 



t * ■ 






■ ' I ' ' ' »i'; i '.^ , ' '. , . )»i: 



(ar— o ,)(a?~ a,)Car— g,) .... (j— gj .... ^r— g, Jj 
trelches die bekannte I,<agrangische Formel ist. 



OMier^ Kmmzmhmi der reden Wurtelk. SESS 









Ein J^pnzeichen dw^Gre^aLender Ziahl dier ;r ^ell ^.p^Wurzeln 

einer beliebigen algebraischen Qleichmig. 

= (Von Herrn Louis OÜPÜrV) ' 



-r , : 1 



j\.\x% dem bekannten Des c artesischen Lehrsatze: 

^dafs die Zahl der.reelJen positiven' Wurzeln eip^ algebraischen Glei- 
^chung nicht grölsersein kann, als <]ie Zahl -der VTechsel der Zeichen, 
^und die Zald- der reeMen negativen Yyutzeln xiicht grofser,* als die 
i^Zahl der F.olge.i^i. der Zeichen ihrer Glie^ler," j 
lafst siph, wie fp]^» .ein Kennz|eich^n 4fr Q^en2;en der Zahl d^r reellen Wur- 
zeln überhaupt, also auch der Zahl der unmöglichen Wurzeln herjeiten, des- 
r ich nirgend^ erwähnt gefunden l^abe. /Ich theile esjfür-den Fall mit^^dal's es 
Wirklich nicht bekannt ,sem sollte. 
Es sei die Gleichung 

1) Q^^x + a^x : + a^x . _+ a^ a? 4- ^n ^^ ^ 

gegeben, wo n. eine ganze positive Zahl ist, und.a^, a^, a^, a, a^ 

reelle Gröfsen sind, die auch Null sein können. 

Man setze ir :±= — ^ r, so nehmen die Glieder mit ungeraden Eicponenten 
vo^ X entgegengesetzte 'deichen an. Ist also ngerade, so gehet die Gleichung 

(i.)m : . " 

n ' ' ' vi'^l ii*-t 11^9 

a^p — a i^ .+ Aj p '^a^i^ ........ -F a^ = 0, ; 



ist 1% uVi gerade, in 



*•• — tt /"• + a.y — w + a = Q 



. — a« i^ -t- a, i' -. 

B ' I S 

über. Beide Gleichungen kortnen durch 

2) «0 ^ — ^t ^ + cifj «^ — %^ sb a^ 5s 

ausgedrückt werden. Das obere Zeichen gilt, wenn n gerade, das untere, wenn 
n ungerade ist. ^ 

Da nun p = — x, so folgte dafs die Wurzeln der Gleichung 

3) a^ ar,^^. a^ x +*<3t^ a? — a^x db a^^ ^ 

sämmtlich den Wurzeln der Gleichung (1.) an Form und Gröfse gleich, und nur 
darin von ihnen verschieden sind, dafs sie ehtge gengesetzte Zeichen haben. 



Bezodmet man abo £e n Wondn der fllrii luiiig X^) dordi jr,, jr^, «,, 
X , ^^f so sind dSe n Wnndii der Glrirhnng (2.) 

Ktm iana nun Mauul K cli i& Grase linier H»id m dcrGlckliflBg(l.), 

deren Worzda ^r. , d?^» x, op^ nd, ak das PftidiiGl 

{x — x^{x--x^Qc — x^ (x — x^) 

betrachten; ^iso ist die Grolse linker Hand in der Glrirhnng (3.) dem Frodnd 

(or + x.) (ar + jr^ (jT + iT^ (a? + ^J 

gleich, so dafs 

4) a, j: -#- a, :r + a^ ^r + a, x "*"**« 

= (x — JT J Or — ^^ (^ — «?,) (j: — :r^ =s nnd 

5) a^ a?" — a^ jT** + o^ ap — a^ xp =är «» 

Man moltiplicire diese beiden Gleichnngen miteinander, so 
findet man 

»0«« + ^«* +a.x ; —V*.« +S* +a^a: } 

= (x* — a:,*) (x* — x/) (x*— xj* .1 (x* — x.*) = 0, 

das heilst : 



-f- «,öt^ -t- a^ X + *A* + ^A* 

. tB-^ . SB« 

+ «,agx 

t tB— 1 , tB— 4 - _ tB—4 , 7^B— • 



tB->« . t tB-4 . CB— • 

a,a^x -t- a^ X + ^s^s* 

+ CB-f 

ci a .X 

oder 

o; X . a^ 

+ X (a_* + 2a^a — 2a aj 

— X (äj — 2a^a^ — 2a^a^ — 2a^a^) 



+ X (^^4 + 2a^a^ — 2a^a^ -f- 2a^a^ — Sa,«^) 
= (x* — x/) (x* — X.*) (x* — X.*) (x* — x^') = 0, 



odar 



I 

I 
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odefi >veiiii man der Kurze wegen, 

a/ + 2%a^ — 2a^a^ -#- 2a,a. — aa^a^ = /J^ 



tn r% sn-t . rk fn-4 ^ tn-i 



setzt, 

8) ßo^" - iS. «"■• + ß, « ""' - /?. ^ 

Man setze 



a? ^ * 



# 



n-f 



SO verwandelt sich die Gleichung (8.) in 

= (ä ~ a?/) (« ~ «,■) {z — a?/) . . . i . . . • C^ — »n)^ 0- 

Daraus folgt, dafs die Quadrate ^r/, a?/, a:,* x^ der n Wurzeh 

x^f a?,, a:^ ..... . a?^ der gegebenen Gleichung (1.) die n Wurzeln der Glei- 

ciiung ( 9.) die n Wurzeln x^f ^, , x^ a?» der gegebenen Glei||iung 

(1.) selbst also die Quadratwurzeln von den n Wurzeln der Gleichung {9.} 
sind. Quadratwurzeln sind aber nur dann reell » wenn die Gröfsen , von wel- 
chen sie die Wurzeln sind, positiv sind* Also kann die gegebene Gleichung 
nicht mehr reelle Wurzeln haben, als die Gleichung (9.) positive Wur- 
zeln hat, das heifst, vennöge der Descartes*schen Regel, nicht mehr als dier 
Gleichung (9.) Zeichenwechsel hat Nun kann man die Gleichung. (9.) inii- 
mer aus der gegebenen finden , also ist Folgendes ein Kennzeichen der Grenzen 
der Zahl der reelle Wurzeln einer gegebenen Gleichung: 

Eine beliebige algebraische Gleichun|^ vom n^^ Grade kann 
nicht mehr reelle Wurzeln haben, als je zwei auf einander fol- 
gende Coefficienten der Gleichung (9.), dere^j Werthe nach (7.) 
gefunden werden, gleiche Zeichen haben. 

Man kann bekanntlich jede algebraische Gleichung auf eine andere bringen, 
deren erstes Glied den G>efficienten 1 , und deren zweites Glied den Coefficien* 
ten hat Also kann man jedesmal . 

a^Ä 1 nnda^sO 



setzen. Folglich ist attch in (7.) 
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OU»ier, 



derrtaBea f^unebt 



0=1 

, = — 2o 



■ ^^i=a' — 2 (a^ + a^ a^ 
10) < /3, = »/ + 2(a, +a,a-j — a, o J 

ß^ =sa^* — 2 (a,^ + », *8 "*■ *» "t "*" *» "•) 

A» ^^ "e' "*" 2(<*,« •♦* *i <*,(> : — *s *» "*" **• **■ ■" *i **») 

j3^ ^ a* — 2(a H- a^ a^j — **i **!« + <*« *(» — <*» **•"*" **» *a) 

Erstes Beispiel. Es sei die Gleichung 

x*+a;' + 3x' + 16a: + 16 = 
gegeben, so ist > 

a, ^1, a, = 3» a« ^ 16, a, = 15, 
foIgjÜch in (10.) 

Ä=+l, yS,= — 2»^,= + 33. /?,= — 23, /3,«+166, /J,= + 22Ö. 
Mut j9^ und /?, haben gleiche Zeichen, also kann die gegebene .Gleichung 
nur eine reeUe Wurzel haben. In der That sind die Wurzeb der gegebener 
Gleichung 

Zweites Beispiel. Es sei die Gleichung 

«' — lOx* + 4a:' + 16a:' — 27 x + 36 = 
gegeben, so ist 

a, = — 10, a, = + 4, a^ = + 16, a, == — 27, a, = + 36, 
folglich in (10.) 

^, = +1, /9,=+20, /?, = +132, /5,=+264, ^,= — 680, 
jS, = — 423, ß^=+i296. 

Ke Goefltdenten /9^, ß^ ß^ haben vier Zeichenfolgen. Also 

bann die gegebene Gleichung nicht mehr als vier reelle Wurzeln haben. In 
der That sind die Wuiieln der gegebenen Gleichung 

+ 3, +,, _2, -3„„dil4^!^^. 

Da die Descartes'sche Regel nur lehrt, wie viel, z. B. positive Wurzeln, 
eine Gleichung haben kann, nicht, wie viel sie nothwendig haben mufs, so 
kann die Gleichung ( 9.) auch selbst übeihaupt weniger reelle Wurzeln als Zei- 
dienwechsel haben. Man kann daher auch die Gleichung ( 9.) von Neuem wie 



^ 



einer bdie^en aügebraUchen Gleichung* 9SB7 

die gegebene imtffisucheiL findet Äch, dals sie nicht so viel reelle Wurzeb 
haben kann , als sie Zeichenwechsel hat , so kann die gegebene Gleichong auch 
nicht mehr reelle Wurzeln haben ^ als sie, weil die Quadratwuncehi ebenfalls 
imaginair sind. 

Auch* lassen sich aus dem obigen Kennzeichen yerschiedene andere Folge« 
rangen ziehen; wie leicht zu sehen« 



22. 

Bemerkungen über Figwen, die aus beliebigen, von geraden 
Linien umschlossenen Figuren zusammengeseftrt sind. 

(Von Herrn Louis Olifiier*) 



s sei eine Figur gegeben, wie z. B. (Fig. 1. Ta£ 3«) vorstellt Sie sei au$ 
a ebenen Dreieckei^ : , 
b ebenen Vierecken^ 
c ebenen Fünfecken , 

u. s. w. zusammengesetzt, und es sei . 

1) a + b + c = jR 

Die Zahl der Eckpuncte, welche im äufseren Umfange der ganzen Figur 
liegen y wie A, B, H, l, M etc., sei n, die Zahl der Eckpuncte im Innern 
der Figur, wie C, D, 6, F^ E etc, sei m und 

2) m + n=:Ä 
Die Zahl sämmtlicher gerader Linien, welche die zusammengesetzte Figur in- 
und auswendig begrenzen > sei 

3) =^, 
wobei zu bemerken ,' dafs die geradlinigen Grenzen der Figur, sowohl innerhalb 
als* aufserhalb, immer, nur von einem Eckpuncte bis zum nächsten, welchen sie 
begrenzen, gerechnet werden, auch dann, wenn mehrere Eckpuncte in einer 
und derselben geraden Linie hegen. Liegen z. B. die Eckpuncte j4, jB, C in 
einer geraden Linie, so werden AB und BC für zwei einzelne Grenzlinien 
gerecluiet, und die Figur ABCDEF wird nicht als ein Fünfedc, sondern als 
ein Sechseck betrachtet Liegen £, X, JiTin einer geraden Linie, desgleichen 
N, M^ I,M, so werden EL, LK, NM, MI, IH im einzelne Grenzen 

29* 



gerechnet, und die Figur EDGHIKL ist nicht ein Sechseck, sondern ein 
Siebeneck, u. s. v. 

Man stdie sich nun einen Augenblick vor, die einzelnen i^ ebenen Figuren, 
mos welchen die ganze Figur zusammengesetzt ist, grenzten nicht aneinander, so 
wurde die gosammte Zahl ihrer Seiten 

3a + 4Ä + 6c + 6rf 

jein* Stolsen dagegen die Figuren, wie es sein soll, aneinander, so wird jede 
innere Seite zwei Figuren zugleich begrenzen. Rechnet man daher zu 
der obigen Zahl yon Seiten der abgesonderten Figuren noch die Zahl der 
aufseren Seiten der zusammengesetzten Figur, so wird die ganze Summe 
doppelt so grofs sein, ab die Zahl aller äulseren und inneren Grenzen der zu» 
sammengesetaka -F^igur. Die Zahl der ä u fs e r e n Seiten der zusammengesetzt 
ten Figur ist dier offenbar der Zahl n ihrer aufseren Eckpuncte gleich, und 

also ist 

4) Sa + 4Ä + 6£r + 6rf . ... .. + n = 2^. 

Nun hat Cauchy im Journal de ticole polytechnique bewiesen, dais immer 

ist *)• Daraus folgt 35+3i^=3u4+3. Setzt man in diese Gleichung die 
Ausdrücke yon iS, jFund A {2. i und A.), so findet man 



*) Anmerkung des Heraasgeberi. Dieser Satis ron Canchj stellt im Joumat 
de tdeok polrtichniqßie (Band DL Heft 16w Seite 80}» Canchy giebt davon swei Beweise. 
Ich will sie ffir Leser, weiche dieses Journal nicht zur Hand haben, wörtlich hersetzen* 

m1) Erster Beweis, Man theile die einzelnen Poljgone in Dreiecke, indem man in 
jedem, ans einem seiner Scheitel, nach den übrigen, nicht daran grenzenden Scheiteln, Dia- 
gonalen zieht. Die Zahl dieser sammtlichen Diagonalen sei n, so wird J* <-f* n die Zahl der 
durch dieselben jd>getheilten Dreiecke, und >jf-f-/i die Zahl ihrer Seiten sein. (Denn ge- 
setzt, in den Tcrschiedenen Figuren würden, der Reihe nach, p^, p^, p^ Diagonalen 

gezogen, so entstehen dadurch p^4*^9 ^t "i*^' ^s*!*^ ^ '• ^- Dreiecke, übeihaupt also 

Pf4*^t4*^s 4* i^ Dreiecke, weil F Figuren vorhanden sind^ folglieh, weil 

p^'\^»^'\'Q^ • • - s= n sein soll, F^n Dreiecke. Und da die Zahl der Seiten der 

nngetheilten Figur ^ war, und n Diagonalen hinzukommen, so ist die Zahl aller Seiten 
der getheilten Figur A^n. D.H.). Die Zahl der Edcen der Dreiecke ist der Zahl S 
der Ecken der Pofygone gleich (denn durch die Diagonalen ist keine neue Ed^e hinzvgekom- 
men, d.H.). Nun setze man, es würden nach und nach die verschiedenen Dreiecke weg- 
genommen, bis zuletzt nur noch ein eineiges übrig bleibt, und zwar auf die Weise, dals 
man mit dem Wegnehmen bei denjenigen Dreiecken anfangt, welche am aufseren Um- 
fange der Figur liegen, hernach aber vorzugsweise diejenigen wegnimmt, von welchen eine 
oder zwei Seiten, durch das Wegnehmen der vor^eo, in den iuberen Umfang gekommen 
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3m + 3ii+3a + 3Ä-#-3c.... = -/4 + 3a+4Ä + 6c.... + n + 3, oder 

6) 3m + 2n— -3 — Ä — 2c — 3d = .4. 

Nun sind zur Bestimmung sämmtlicher Eckpuncte der zusammengesetzten 
Figur 2(iS — 2) + 1 = 2«S — 3 gerade Linien nothig. Denn man setze, aus 
den Endpuncten irgend einer der äufseren oder inneren Seiten der Figur 'vraren 
nach allen übrigen S — 2 Edcpuncten gerade Linien gezogen, welches 2{S — 2) 
gerade Linien wären, so sind durch dieselben, zusammengenomtnen mit der 
einen Xkom, durch deren Endpuncte sie gehen, alle Eckpuncte der Figur ge- 
gebeü. Bifedchnet man diese Zahl 2aS-^ 3 durch jB, so ist vermöge (2.) 

7) JB = 2m-#-2i» — 3, 
also ist aus (6.) 

8) ^~jB = m~Ä— 5c — 3J.*.-*. 



•ind* Es 'sei hf die Zahl der Dreiecke, welche, indem man sie wegnimmt, eine Seite, und 
A^^ die Zahl derjenigen Dreieke, welche alsdann swei Seilen in dem aufferen Umfange der 
Figur h^en, so verschwinden durch das Wegnehmen jedes Dreiecks der ersten Art eine 
Seite und durch das Wegnehmen jedes Dreiecks der zweiten Art zwei Seiten und eine 
Ecke der Figur. Daraus folgt, dafs, nachdem alle Dreiecke bis auf ein einziges weggenom* 
men worden / zusammen hf -f* ^'* Dreiecke, h* -{- 2hf^ Seiten und hf^ Scheitel weggefallen 
sind. Die Zahl der übrigbleibenden Dreiecke ist also ' 

/• 4. „ — (A' 4- A'O = 1, 
die Zahl der übrig gebliebenen Seiten ist 

^ 4. „ _ (*/ 4. 2h") zz 3, 
nnd die Zahl der übrig gd>liebenen Eckpuncte 

S — h" = 3. 
Addirt man die erste und dritte dieser drei Gleichungen, und zieht von der Summe die 
zweite ab| so findet man 

.S + F — ^ = 1 oder .S + F = ^ + 1. 
2) Zweiter Beweis» Man stelle sich die verschiedenen Figuren rund mn eine von 
ihnen liegend vor. Es sei a die ZsHeX der Seiten, und t die Zahl der Eckpuncte des ersten 
Polygons, af die Zahl derjenigen Seiten, und s* die Zaht derjenigen Eckpuncte des zweiten 
polj'gons, welche es mit dem ersten nicht gemein hat, u. s. w. Alsdann ist oflenbar 

a-zz s^ fl' = y 4* *» II" = ^ -f* ^ *^c* 
Kimmt man die Summe dieser Gleichungen, deren Zahl F ist, sa findet man 

(a + ö'-t-a'' = j + tf'-f.^' 4- F— 1. D. H.), 

weil ö -j- a' -J- a'' • zz A 

und x-J-j'-J-j'' = «y ist, 

^ = ^ + F — 1 oder ^ 4. F = ^ + 1.'' 
Cauchy leitet aus diesem Satze noch andere, z. B. auch ^e, bekannte Eul er ^sche 
Gleichung zwischen der Zahl der Ecken, Seiten und Kanten eines beliebigen Polyeders ab. 
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hn% i\\t%enu lle«iiltat laisen sich manchcriei Folgerungen ziehen. Zum Beispiel: 
I. I)ic gc*gc*i)i!iie Figur sei aus lauler Dreiecken zusammengesetzt, so ist 
//SS 0, c SS e(C|/ und folglich 

9) ji'-B = m, 
dH% Uinttli wenn alle inneren und äuficrcn Seiten der zusammengesetzten Figur 
gi*g(!l)cn lindi so sind m Seiten, also gerade so viel, wie die zusammen- 
goM(!l/.to Figur innere Eckpuncte hat, mehr gegeben, als zurBestim- 
niting aller Krkpunde der Figur, und folglich der Figur selbst, nothig:SmcL Diese 
llonicMiung kann x. B. in cicr Geodäsie {g^oddsie, Fcldmefskunst D. Bi| ofitzlich 
idcin. Sie lohrl, dafs wenn man von einer, aus Dreiecken zusammengesetzten Figur 
(\on oinoni Dreiecks -Not/. D. H.) alle Seiten gemessen oder berechnet hat;, so 
virl Seiten von den übrigen abhlingcn, als die Figur innere l^ckpuncte hat 

II. N^'onii die Zahl der sümintlichcn inneren und äufseren Seiten der xur 
sanunongesc.t7.(en Figur gerade so grofs ist, als die Zahl der zur volbtändigen 
lioslinminng der Figur nöüugen geraden Linien, so ist A — jBs=0, fol^ich 
\t*muigt^ (8.) 

10) b + 2r + 3J — m. 

Dashoir^t: eine zusanunengeset/tc Figur, die durch ihre äufseren und inneren 
SeiivMi vollständig |;e«:^ben sein soll, darf nidit nothwendig blos aus Dreiecken 
bi^NtoluMK MMulem os können auch in derselben b Vierecke, c Fünfecke, d Sechs- 
ci4.o etc. sein, wenn nur die Sunune \on Ä, 2c, Zd etc. gleich der Zahl vn der 
innoixM) Kckpuucte der Figur ist. Dieser Satz kann ehenfalls in der Geodäsie 
luitJioh sein* 

IIL D« Allos^ worauf die Gleichung (6.) beruhet (auch der Cauchy sehe 
S4itr. D. R)* auch dann noch gilt, wenn die zusammengesetzte Figur nicht in 
einer und derselben £bene liegt, sondern aus ebenen Figuren zusam« 
nK^ii^rsetel ist« deren jede in einer anderen Ebene liegen kann, so kann 
u^) das Re^uhat (^Ö.)» oiler ^ iohnelir das Resultat (9.)» auch auf Polyeder 
«n\0k endete r. K. auf ft^lgendc AVeise: 

Man stello sich die in irgend einer Ecke JE etnes belieb^ren P^eders zo- 
ssnuuen^tofsi^ndeii Setleo-Ebencn desselben aus der nemlicken Ecke« desgjteichcB 
oie ühn^"*! Seiten -Ebenen de$ Pi>l\e»ler$. jede aus einer beliebi«:efi ihnrr Ecken 
o.»-:\i: D-j^>ajiVtt in Dmede ce:lH^ilt. und alle Kanten des PoIxäIcts, nebst 
jk\tv m ^NTti Seiten -Ebenen gjeicKenen Di^^^HuJen« gejjAen \or. Femer sldle 
woa skh >vv. e$ m3mi aus der Ecke E des Pohneders nach allen svsncn übrigen 
K%1<KX ^rrjKse Lift^cn ^len^xcen« die vir durch £ . L^ L elc. bemchnesi woUefi, 
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und durch diese Linien und die daran stofsenden Kanten und Diagonalen des 
Polyeders wären Ebenen gelegt, alle diese Ebenen aber, sammt den Seiten- 
Ebenen, die in der Ecke zusamnienstofsen, schnitten irgend eine beliebige 
Ebene, die durch JP bezeichnet werden mag, so werden die Durchschnitte der 

durch die Linien L^ , Z^, Z^ und durch die Kanten und Diagonalen des 

Polyeders gelegten Ebenen, so wie der Seiten -Ebenen, welche in der Ecke E 
zusammenstofsen , mit der Ebene JP, welche Durchschnitte durch D^, D^^ 
D, ...... bezeichnet werden mögen, auf der Ebene P eine aus lauter Dreiecken 

zusamniengesetzte Figur bilden, welche gerade so viel Seiten haben wird, als da» 
Polyeder Kanten und in seinen Seiten -Ebenen Diagonalen hat. Wäre diese 

Figur, sammt den Linien i^, L^, L^ gegeben, so wäre olTenbar das 

Polymer selbst yoUstäudig gegeben. Nun i^erden die Durchschnittslinien D, , 

D,, J), sammt den Linien i^ , i,, L^ offenbar auf irgend eine 

Weise von den gegebenen Kanten und Diagonalen des Polyeders abhängen. 

Die Zahl der Linien D^, J9^, D^ ist, wie gesagt, der Zahl der Kanten 

dn Polyeders Utad der Diagonalen in seinen Seiten -Ebenen gleich. Die Zahl 

(ier Limen L^ , £^, L^ ist der Zahl der inneren Ecken der auf der 

Ebene JP entstandenen Figur gleich. Also übertrifft die Zahl der Linien D^, 
D^ , JD^ und Zr^ , Z, , Z, zusammengenommen die Zahl der Kan- 
ten des Polyeders um die Zahl der inneren Ecken der Figur auf der Ebene P. 
Aber eben so viel Linien sind, vermöge des Satzes (9.), mehr bekannt, wenn man 

attfi-ianien D^^ D^^ D^ , der Figur auf der Ebene P kennt. Also kann 

sini inhliefsen, dafs durch diese Figur die Linien Z^ , Z^, Z, zugleich 

mit gefunden werden, und dafs also das Polyeder schon durch seine Kanten 
und Diagonalen in den Seiten-Ebenen allein vollständig bestimmt ist. 
Nun aber werden durch die Kanten und Diagonalen in den Seiten -Ebenen die 
Seiten -Ebenen selbst bestimmt: also wird ein Polyeder durch seine Seiten -Ebe- 
nen, welche es auch sein mögen, vollständig gegeben, und zwei convexe Polyeder 
sind congruen^ wenn sie gleiche Seiten-Ebenen in gleicher Lage haben ; welchen 
Satz zuerst Cfiuchy (ebenfalls in dem oben angeführten Hefte des Journal de 
tdcole pofytechniefue. D.H.) auf anderem Wege bewiesen hat. (Man findet 
den Beweis von Cauchy auch id der XU. Anmerkung der Geometrie von Le- 
gendre. D. H.) 
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23. 
Auflösung eines geometrischen Problems. 

» 

(Von Herra Prot and Dlrector J. J« Lätrotv,) 



J\.us der gegebenen Lage zweier Orte gegen einen bekanntem 
dritten, die Lage jener zwei ersten Orte gegen einander suchen« 

Diese schon an sich selbst interessante Aufgabe ist in der Geodäsie, und be* 
sonders in der Astronomie von grofsein Nutzen* Die Bestimmung der helioceiH 
trischen Lage der Planeten aus dem geocentrischen Orte derselben , und umge-» 
kehrt; die aus den Beobachtungen abzuleitende Lage der Sonnenfleckea gegen 
den Mittelpunct dieses Gestirns ; die ganze Lehre voa- dar Aberration des lidat- 
tes; die Theorie der Parallaxen, und eine gro&e Anzahl anderer Untersuchui^ 
gen hangen unmittelbar von der Auflosung dieses Problems ab, welches sid^ ab» 
gesehen von allen diesen Anwendungen, als ein rein geometrisches darstdit Uü!» 
brigens ist dieser Gegenstand schon von so vielen ausgezeichneten Geometem 
untersucht worden, dafs man kaum hofTen darf, noch irgend etwas bisher Unbe- 
kanntes von Bedeutung hinzuzufügen. 

Bezieht man alle Lagen, von welchen in der Folge die Rede sein wird, auf 
drei unter einander senkrechte Coordinaten, die durch den bekannten dritten Ort 
gehen, so sei r die Distanz des ersten Ortes von dem dritten, b der Winkd von 
r mit seiner Projection in einer der drei coordinirten Ebenen, z. B. in der Ebene 
der xy, und a der Winkel dieser Projection mit der Axe der a:, so dafs also die 
Lage des ersten Orts gegen den dritten durch die drei Gröfsen a, b und r g«ffe- 
ben ist Eben so werde die Lage des zweiten Ortes gegen den dritten durch die« 
den vorhergehenden analogen Gröfsen R^ A und jB, und endlich die Lage des 
ersten gegen den zweiten durch die ähnlichen Ausdrücke r^, af und V gegeben, 
so dafs also r^, a\ V die unbekannten Gröfsen sind, welche durch die sechs be* 
kannten Gröfsen r^a^b und R, A, JS bestimmt werden sollen. 

Ist N irgend eine willkürliche Grofse, so hat man zwischen jenen neun 
Gröfsen folgende drei allgemein bekannte Gleichungen : 

r' cos 6' cos(o'— A^ = r cosÄ cos(a — N) — Ä cos J? cos{A—N)^ 

r^ cos V sin {a! — N)^=ir cos b sin (a-^lf) — Ä cos jB sin {/i'^N)^ 

t' sin ä' = r sin ä — ä sin jB, 

und 



luut schon* diit SCfriluBg t Wieset »AiudracLe seigtr dafs die B«$tihtmui|g . dieser 
Grofsenr^;, a\ bfw» d^n scfchii ^aitder^'kcMi^ weitci7i:&:h:wieii^eit mehr Hnter-* 
Wolfen, und gleichsam von seihst gegehen ist Allein oft sind nicht die ensaniH 
n^n %(B^t^^e^\GfUs^/a\^k^ 2. B.^4i0 Gr5lie»;V» Ä' uad r^ oder 

die Gröfsen a', Ä' und -- u. S. 1*^. kü 'sudhtfVi, 1»t)dürcH die Auilosuii^n diesirf^dt^ei 

Gleichungen viele 4I>^nM^ : / — 

V » 

Um die hierhergehörenden'^ IitgeiT auf elne^ Jedermann bekannte Art, zu 
fixiren, woUan ' wir för den ersten Ort den Mittelpunct des Mondes, fiir den zwei* 
ten das Auge des Beobatfaterji auf der Oberfliche der Erde, diese als sphäroidisch 
angenommen, und för dein dritten' endlich den Mittelpunct der Erde annehmen. 
Legen wir die Axen derirnndj' in die'&liplik, und ^ m dife Linie der Njächt^ 
Reichen, so ist a^ diö geocentrische Länge vnd 'Breftfe de§ Nöndes', ■■ AB die ge<>-' 
centrisehe Oinge uiifd Breite d«s' Beobachters- odel* de^ iieriithi^, «md V^^ die T6h 
dem Beobadiiter gesehene oder die^^cheinbare iiädj^ Wid Bi^it^ des Motides. 
Diese Annahmen wiertkn der AllgetiiieiiJheH d^r geoAietriHfcte Atliflösiihg kein^ 
Eintrag thim^- «nd mir zugleich Gelegenheit gebetf , eine' Jugendarbeit ifflbar "in/t^ 
Parallaxen zu erganzen und zu verbessern, - welche ich^iierc^* Vor achtzehn Jah- 
ren in dem BeriinierJahrbuche.för 1812 mitge<hdk.habe.^ . ^ 

. , . ^ , «... 

Zu dieser Absicht wbllen wir statt der bisher angenoolmienAfi IKstänzen r, ^ 

uiid.Ü die drei Grrofsen A^ A^nnd "nr einföhren; so däls Man hat 

•■-f-' ^ "sinA' •' j R ' ■ .- ' • ■ •* 
-7 = -T- und — = sm TT, 

r' sm A r * '■ ■ '■-"-■■ " ■ 

wo also^ die ab bekaiint vöfausgidä^Me £toriitoätsaw^ f^j^ 

den Beobachter auf der sphärbidkch angehomlnen^n Erde; imd A/ A^ der geo- 
ccntrische und der beobachte HaIbme>SSMr' des Mobdesisfr; IMe^voi^usgeset^t; 
gehen die drei vorhfrg^hendeli G|feicbtongcn in folgendß..übjpr^ ^ 

cosÄ' cosCaf — JY) * cosÄ'cösifa — JJT) — sinitc6sB cos(A — JV) 
smA smA 



Ä' sin(a' — IV) cosÄ'sih^ä— *N) —^s&iTCcdsB sin(^ — ]V)[ . 



sinA' ^ ^ • ' ^ " •'"-"' ■■ '■ sitili 



sin 



Ä' sin Ä -^ sinir sin 



sin A- ■ '■•'■' ■•■ "" ■■•■•■ '''■■«HA'' "■ • * • 

VV^r werden nun die vorzüglichsten P^^oblcrtic'd^ welche uns die 

drei letzten GleichMngeii anbidtenit' . <* ^ ■ Ir .• «^ I . : 

I. " 30 



i|4 Littrmw, AtfiStm^ «mp immi^iimtm jH/gA\ 



i. Problem. Der wAreofer gcMcalrische Ort ifct liaiidei kt g e yfa% 
man radie den wAaAarfXk^ oder rmt der Oberfidie der Erde y c hfii ai Ort 
desselben. 

I>a Uer die €i«&en ^, A'/^^ die Onbclcmtai and, M gebe» die dbei leie- 
ten Gletc^ni^pen (A) sofort £e hrtjunlm Ansdracke 

^ . ^^ cos ^ sin (g — Jf) — sin x cos B sin {j4 — ßT) 

lang (üT— a;_ ^ 4 ^ (a— A) — sm « cos i? «s(^— iT) ' 

t^ A^ _ (sin*-«iirsinJ)cD»<^-jy) 

^*^ *^ ~cos^€os(a~jr> — smvcositcwM— JIT)' 

^ ^ sinAo»syco>(^~*iir) 

cos A cos (« — N) — sin xcosf cos(^ — A'^ 
mit noch canon Terwwdien AusdnKk iSr Ig ^, der too sin (41^ -r- A), «nd nift 
noch xwti verwin^tcii AmiirScfcsB firsin A^t d&ewoncas V äaCuf — A> and 
von sin A^ »bhingrn» md bei ipelcbin ich «nck akbl weiter maSbJu. Iln aDr 
dioso Ansdrikba die !niMH«fc V, GrolseA^emJahm. so sind sie noA liAr jU^ 

ninrban. An rinfncbslen weiden die 
As^~*90* oder Asa~ 90* nkranL 

L Die TOfhergefaende AnflanHig baft dm Kacbibea, dals sie 1 
Grolse b* durdi 4i^ u^JiA^ dnrcfa af nnd /»^ pchi, so da& man 2. J 
den kann, wenn man nicfal zuerst af and Z^MeottL Man i^am s 
Ton dieser Abhangiglkeit befreien, und jede der drei tiiiKi4:a«titfin 
und A^ für sidi besfinwnm. 

Fuhrt nian nandicb die Hil%oCie ^ em, so dafk snb^ 
cos t(f SS cos ä oos iS cos (« — A) -hsmbmaB^ 

so geben die TOfbefgebendcn <»vhnnyn C4> sofort 







* z^ sin^^^sin^siajB ' . 

Y(l+sni ar— 2sttixcos\&) 

sinA'= - «lA - - 



V'Cl-f-sin' ar^ 2sin sr cos \1*)' 
wodurch ^^ und A^ blofs dnrdi die gi^ebenen erSf^n "des P)R)bleni$ beslinnnt 

werden* 

* • • — • 

n. Da die GroGe sin ar im Aflgemeinen nur klein is4 so lassen nch.auch die 
vorhergehenden Ausdrucke in Retbep entwi^kfio, die nadi den Potenzen lon 

mm - • « « . • 

siii ir fortgehen. Erinnert man sich, dals die Gkicbaiiig tav^^si>A4aiK^ sieb 




auch $0 ausdrudceil labt: tilur — r-^= "^-nr und taiur — !~ es r — -I— ^ 



asdruckeaialst: tiliff — r-^= "^-tt und taiur — ~"gs * u 

wo £ := — ÜlTT ^? ^^ ^^ endlich jede dieser Gleidiuiigeii die Reil 

-=:i + Äsiiijr+^sin^^ + ^ sin 3/+, 

oder auch folgende giebt, 

X y 1 . 1 . _ 1 



\ I 



SO erhält man sofort aus. den Gleichungen (A) folgende ^mdrudce: 

a/_ö-sPsin(ö— -^)+4P*«n2(^— ^ + ii^sin3(a~^+...., 
Ä'— Ä=ßsin(Ä — O +iÖSin2(Ä— fi) + JÖ'«n3(* — O +•.••! 

von welchen Reihen das Gesetz des Fortganges deudich ist, und worin 

-, sin7rcos-J9 '.* cos 4 (a'*^a) »y^^' «mrtinfi ? • 

P = T — , tang £= -2-2 — >^^ und ^/ = : gesetzt wurde. 

cosÄ ^ / . ar^a\ ^ sin e '^ 

. . cos(^— — r — I ' 

• \ . '. . .. 

Für A^ endlich hat man, mit dem oben angenommenen Werthe v«n t|), 

loff nat -: =s sin ir cos ot •+• i 3in* * cos 2tlr + 4sin'ir cos 3ib -I- . . . . 

Um aber auch hier für i^^eine von a^ unabhängige Reihe zu finden» so hat nian, 
vic man leicht sieht. 



sin 6^ 



log -:— T- = sin7r(cos'tp— d)+Jsin w(cos3if>— d)+J$in irCcosS'ip— d)4-... 

^ sin jB - 
Yfo a SS m — j- ist. 
sm 6 

2. Problem. Der scheinbare Ort des lAo^ides ist gegeben; .man suche den 
walu-en oder geocenlrisch^n Ort desselben« 

Diese Aufgabe, we^phe die verkehrte der vorheigdienden ist, wird aus den 
Gleichungen (Ä) auf folgende Weise aufgelost : 

Man suche cuerst die Werthe von '%b^ und x^ aus 

cos a|)^ 5= cos &^cas £ co8(a' r- ^) + sin ÄSin J?, 

, . sin'wcosit'+sioirC/"! — sin'irsin'obO 

sm ir* tss- I ' — f ' — ' ' ' > 

cos ir 

$o findet man die unbekanqten Grofsen a, b und A durch i(<Jgende 

• • • ■ 
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cos b^ $in (a' — JV) + sin ir^ cos Jg 310 (A -— JVy 
tangCa— iK)= ^^^^/^^^ (a'— iV) +sm7c'cosjBcos (^-. JK)' 

fsin A^ + sin n^ sin jg] . cos (a — JV) 

^^^^~ cosf/ cos (a'—JV)+ sinit' cos B cos (A — Ay 

$in A = [( 1 — sm*« sin* 01)0* — sin 7t cos a|i'J . sin A'. 

L Auch liicr kann man wieder die Grofscn b und A von a unabhängig «r- 

ballen, da man hat 

sin b^ -f- sin it^ sin B 
/(l +Sin*w'+ 2sinw'cosaj;0 
II. Die vorhergehenden Ausdrücke sind streng» oder ohne Abkürzung. Suck 
man aber wieder die Gröfsen a^ b und A durch Reihen^ welche mit den Potenuo 
von sin ic^ fortgehen , so hat man 
a—a'=—P'm(af^A)+^P^$in2(a'-A)—iP'' sin 3 (a'-^A)^...mi 
Ä-Ä's-CttnCÄ'-O +Jö'*sin2(*'-eO -iQ''sin3(y-eO 



sin b = -^t: — , ■ ^. -5 — ;— : — « • ^ r/\ u. s. w. 



fl' — a 



sinTT^cos^ . ^ 2 T ^/ _sin tt^ sin j8 . 



wo/^= n — » tang£'= r-— -und Q'= : — ? — ist 

cos Ä ^ / . ar-i- ö\ «n c' 



Uebeidiefs hat man noch , analog mit dem Vorhergehenden, 
log ^^^,= — sin 7r^cosi|^' + ^siV tt'cos 2 a|)' — |sin* w'cos 3\^ + und 

log ^llj-s-.antf^Ccosiji'-clO +|«n*«'(cos2t|)'-rf'*)-4«'"' x'(cos3i|;^-dO +, 

-^ sin j? . 
wo 0^ = -7 — T/Jst: 

und durch die beiden letzten Ausdrücke wird auch hier der Wcrth von b uml 
A» unabhängig von dem Werthe von a^ gegeben, was oft nützlich und zur Be* 
rechnung dieser beiden Grofsen sehr bequem ist. Diese zweite Aufgabe scheint 
mir bisher noch von Niemand aufgeloset wcnrden zu sein. 

3- Problem. Bisher haben wir den Ort des Mondes sowohl, als den de» 
Beobachters auf die Ebene der Eclipfik bezogen, und so enthalten die vorher- 
gehenden Ausdfücke eigentlich die sogenannte Parallaxe der Länge und 
Breite. Allein dieselben Gleichungen enthalten auch die Parallaxe der 
Rectascen»ion und Declination, wenn in (1.) und (2.) die Gröfsen //, // 
die wahre und scheinbare* Rectascension, und 6, b* die wahre und scheinbare ))^ 
ciinacion des Mondes, und A die Stcmzeit der Beobachtung, so wie B die geo- 
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^cntrischc Polhohe des Beobacfatungsortes bezeichnet: 9ic enthalten endlich auch 
die Parallaxe des Azimuts und der Höhe, wenn aa^ und bb' das wahre 
und scheinbare Azimut, und die wahre und scheinbare Höhe Aes Mondes bezeich- 
net, und wenn man ^=0 und £=90 — r setz^ wo r die geocentrische Zenit h- 
distanz des Beobachters I oder wo r die BilTerenz der geocentrischen und beob- 
achteten Polhöhe ist — Durch die vorhergehenden Ausdrucke wird daher der 
scheinbare Ort des Mondes durch den wahren, so wie der wahre durch den 
sdieinbaren, in Beziehung auf alle drei Ebenen gegeben , welche die Aslrono> 
men gewöhnlidi zu der Bestimmung der Orte der Himmdskurper anwenden. 

Indessen sind alle bisher gegebenen Auflösungen noch immer dadurch be> 
schränkt, dafs sie nur Länge durch Länge, Breite durch Breite u. s. w. geben, 
oder dafs in ihnen die wahren und scheinbaren Orte des Mondes sich immer nur 
auf dieselbe Ebene beziehen. Um sich daher auch von dieser Abhängigkeit 
frei zu machen , wollen wir in diesem dritten Probleme aus der wahren Länge 
und Breite des Mondes unmittelbar das scheinbare Azimut und die scheinbare 
Hohe, so wie den scheinbaren Halbmesser desselben abzuleiten suchen» 

Um aber hier die Bezeichnungen leichter zu übersehen, wollen wir, einer 
gewÖhnKchen Annahme gcmäfs, voraussetzen, dafs \ ß die wahre Länger und 
Breite, a,S die Rectascension und Declination, «^, h das Azimut und die Höhe des 
Mondes bezeichnet, und diese scheinbaren Grofsen V, a'. . . . mit einem Stridie 
unterscheiden. Sei femer tt und r dasselbe, wie zuvor, e (Ke Schiefe der Eclip- 
tik,. t Aq Stemzeit der Beobachtung, tp die geocentrische Polholie und H, a die 
geocentrische Höhe und das geocentrische Azimut» also i? = 90 — r. 

Dieses vorausgesetzt, findet man aus densdben Gleichungen {A)^ aus wel- 
chen bisher alles Voiliergehende abgleitet wurde, nach einigen, zweckmäfsigen 
Verwandlungen , die hier umständlich anzuführen z» weitläuftig sein würde,, fol- 
gende Ausdrücke : 

M. tg «/ = (si» X CO»/? cos^ — sin ^ sin e) cos f 

•— cos Af cos ß siut «^ sinir cos fl^ sin o^ 

3f ► ^ &' = (sin X cos ß cose — ' sin /^ sin- e) cos fp sin t cosw* 
-t- (sin X# cos ß mit ^ sin ß cos e) sin rp cos w^ 
-4- (cos^ cos Xf cosg) cos / — sin w sinM) cos w\ 

M . siB A^ss sin A • cos hf cos af\ 

wo, der Kürze wegen ^ gesetzt wurde 
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M SS (fin X cos ß cos ^ «— sin j3 sm e) «ui 9» ai| t 
— (sin X cos ß üne ^mnß cose) cos 91 
-f- cos X Gos/9 sin 9 c<is / -^ sin ir cos H cos o. 

Diese Aiis<iräckc enthalten die' Torhergebenden ulid mehrere andere, als 
blofse besondere lalle in sich« Setzt man z.B. in ihnen < as imd 9)35 90^, nnd 
verimdert matk die Grofscn m', hf, o, Hresp. in a^, (f^, /, 9>, so erhät man die 
Gleichungen, welche* aus der wahren Länge und Breite X, ß des Mondes unmil- 
telbar die scheinbare Hohe A' und das scheinbare Azimuf m' geben. 

Verändert man die GrSfsen #^ h\ n, H, e resp. m X\ ß*^ L, B, o^ so er- 
hält man die Gleichungen^ welche aus der wahren Lange und Breite \ ß unmit- 
telbar die scheinbare Länge und Breite geben. 

Veiandert man die Grofsen ^\ hf, ^ ß, o^ H e, resp. in a\ &^, 01^6, t^^ o. 
so erhält man die Gleichungen, welche aus der wahren Rectascension u und De- 
dination <f diese scheinbaren GrClsen a\ 6^ geben. 

Verändert man diese GröIsenX^ /?, o,H, < reip. in «, A,;o, 90 «^^ r und q, 
so erhält man die Gleichungen, welche aus ^em Währen Azimut • und der wahren 
lliilic h 4iese scheinbaren Grüfsen m\ hf geben u; s,,Wm so dafs die : drei letzten 
Ausdrücke alle anderen in sich enthalten, durch welche man aus dem wahren Orte 
des Mondes den scheinbaren finden kann. Acluiliche Gleichungen wird man 
auch für die Bestimmung des wahren Ortes aus dem schc^nbarea . cntwickc^ln , di^ 
her ich mi<;h hier nicht länger dabei aufhalte, l^ai^ übrigefis dieselben Gleichun- 
gen auch die Auflösung des im Anfange aufgestellten geometaschen, Problems in 
seiner ganzen Allgemeinheit enthalten, ist fiir sich klar. , 

4. Problem. Dieser umnittelbare Uebergang von der:£diptik auf den 
Horizont, zu welchem man gewohnlich den Aequator als BrCkke braucht, leitet 
gleichsam von selbst noch auf folgende Ausdrücke g die bei mehreren Untersu- 
chungen ihren Nutzen haben können. 

Behält man die Bezeichnungen von N^3. bei, so findet man l>ekanntlich 
I^änge und Breite aus Rectascension und Dedination durdi folgende Gleichungen 

cos X cos ß =s cos a cos cT, 
sinX cos /? =s sin a cos 6 cos e 4- sin d sin ^, 
sin ^ =s <**- sin a cos i sin e + sin 6 co%e. 

Und eben so findet man umgekehrt Rectascension und Dedination aus Länge und 
Breite durch die Gleichungen 
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cos äko^ 6 ÄK CO» X "COS /?, 
' ski a cm d ss± mh % cos ß cMe-r^^nß na e-, 
sin S = sin X cos ^ »in ^ 4- nn ßcos e. 
Gsmz :9uf «akidJche'Arl finletlmici audi die fttdaacedsioa a oder vielmehr den 
Sluiideni¥Q)lK^ /rr-* a. und die Dedination d «u» dem ABimut ^ und der Höhe h 
dufch die Aufdrücke : . < * 

^co6j$ iin*(/rtT<«:)aBco$A sin^, .. ' ? 

.:. ; . tm- ^ sf; tm:h siuif — - cot A co»- 9 cos f^,. 
und endich auch umgekehrt Azimut und .Höhe aus Stunden wiukel und Declination 

durch die Ausdrücke 

.. , . .....#♦ . • ' 

cosA sin «'sscosi sin(/ — a), . 

cos h cos • = cos rf sm 9 cos (f — a)— sih rf cos 9, 
sin A = sin d sin cp + cos 6 cqs cp cos {t — et). 
Mit Hülfe dieser Ausdrücke wird man nmi auch leicht ibigende zwei allgemeine 
Aufgaben auflosen. 

* r r 

1. Man stiche1[:;änge iifid Bir^^^^ ütirliittelbät- au^'Aziih^ ntid Hohe. 

Eliminirt man aus .den vorberffehenden vier Systemen von Gleichungen die 
Groisen a und d , so erhalt man sofprt . 

cos ß cos X = (cos « cos A sin 9 4- sin A cos 9) cos f 

+ sin / sin • cos A, . 
cos ^ sin X; == (sin A cos 9 + cos A sin 9 cos cp) sin / cos e 

+ (sm A sm 9 — cos h cos 9 cos ^) sin e 

nn ß SS — i(sia'A*^s^ H^icoifc.A dn^ cos«-) km / sin e 
+ (sinA ijin-^ «-^ eos A^eos^'cos ^) ^49 ^ 
4- cos / sjn *> cos A sin ^. v ? : . 

• , ■ T • » 

n. Man suche umgekelol: Azihiüi lihd^'äoHfe aus Länjge und Breite. 

Eine ähnliche zweckmafsige Elimination von a una d aus den zwölf vorlier- 
gehenden Gleichungen wird geben 

cos A sin ^^ = — (sin X cos ß cos e — sin /? sin e) cos / 

+ sin t cos Xi cos ß^ 
cos A cos «^ = — (sin X; cos ß sin e + sin /9 cos /?) cos 9 

+ (sin X; cos ß cos€ — sin ß sin e) sin / sin 9 
+ cos t sin 9 cos X* cos ß^ 



i . 



tw 



LUirmm^ 



UD A ^ {ua 2» cos /? 

-f* CM^CVS^y €Os2i 



^ 
^ 



*) 
<> 



<4 




# * 
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trim eotsteheo. 

Breifmkreue, r des WinLd do Ycrtkai 
Ikh { den Winkel des Brnten- nal dei 
Diflereotiation der f uil i ugel i«deM flhMlwiyin 




«■f'-a«)«' i • 



ond ])e(£oatioo. 



IIL Fdiler der Länge and Brcile ans denen der 

i/^ =^ i/d cos sr — doL sm ir cos d, 

■ 

</)# . cos /? ^= i/d sin sr + ila cos sr cos d, 

und umgcLebrt; 

da . cos d s= ifX cos «r cos ß — </^ sm ic 

IV. Fehler der Decfination und des Standcnvinfcels s aifs doien dfr Hohe 
und des Azinmts. 

dS = Ml cos p^ dm fonp cos A, 
Jj . cos d = -r* </A sin r + ^/iv cos p cos h^ 
und umgekehrt: 

c/A = — i/j sin r cos d 4-V/d cos r, 
J«.cosA= ds tos p cos d rt'dS mn p. 



. i 



V.. Fehler des Azimuts und der Hohe aus denen derXange und Breite. 

dh=i ^dXcos ß sin:i + dß cos t 
J#.cosAcss*p*rfA#cas/?cos| + €//? sin ^ 
und umgekehrt: 

Ji? SS d^ cos A sin { rf^ c/A cos {» . 

• ..»■..•... • ■ 

^X# . cos /3 = -^ J^ cos A cos { + JA sin |. 



• I 
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.Ueber emige Belmition^. in der €reoi|ietrie, 

C^Mt Rerrti LthÜt OtMer.} 
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Jbiiheii:geöiidc?tfist!ben Säte ^efliiireii'odei-erUiireii, heilst: mit H&lfe schon 
Vorhandener deutlicher ¥orat!^llui%eii einen Begriff davon geben» irelcher hin» 
deity dafs man den Gegenstand mit mderen verwechsele. Gewohnlich wcfden 
gitoraetrische Gregenstande durch ihre Eigenschaften definirt Idan nimmt 
den Gregensttfid als vorhanden nnd gegdben- an, und indtvidualisirt ihn durch 
Beschreibung seiher Verbindung mit anderen, oder durch Beschreibung seiner 
Eigenschaften« 

Die £igensefaafien eines Gegenstandes und ihre MöglicUteit siiid entweder 
an sichs elbst klar begreiflich, oder ne bifnihen auf denen anderer. Z. B.^ da£s swei 
Linienr sich sdmdden können, oder, dafs Linien Flüchen und Flachen Kdrper 
einschliefsen können, ist an sich selbst klar; hingegen» dafs zwei Ebenen nur in 
einer geraden Liikie sich schneden können, bendiet schon auf den Eigenschaften 
der Ebene; dafs Parallelogramme, den gleichen Seiten gegenüber, gleiche Win- 
kel haben, beruhet auf den Eigenschaften sich sdmeidender Parallelen, u. s. w. 
Nur diejenigen Definitionen, welche sich auf Eigenschaften, beziehen, die an sich 
selbst klar sind , können also allen Lehrsätzen vorhergehen. AUeDefi- 
nitionen mit Hütfe von Eigensdiaften , welche von denen anderer Gegenstande 
abhängen, und deren Existenz also ^erst nachgewiesen werden mufs , können nur 
erst dann gegeben werden; wemi die Eigenschaften, aufweiche tk^ sich bezie^ 
hen, bewiesen worden sind; 'denn sonst kommt man in Gefahr, Gegenstände zu 
definiren, ' di<$ gar nicht existiren. ' Es folgt daraus, dals es .nicht gut mfigUch ist, 
die Definitionen von zusammengesetzten geometrischen Figuren, die man 
untersuchen will, im Voraus zu gdben; denn da- eben der Zweck. der Unter- 
sudiung darin bestehet , die Eigensdiaften der Figuren zu finden , so kann man 
unmöglich Figuren definiren, ehe die Eigenschaften derjenigen:^ . von welchen sie 
abhängen, oder aus welchen sie zusammengesetzt sind, untersucht worden sind. 

Diese Regel pflegt häufig nicht bec^chtet zu werden. Man findet Definitio- 
nen von geometrisdien Figuren und Begriffen an der Spitze ganzer Abschnitte, 

I. 31 
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die deshalb nothwendig» einschliefslich^ Lehrsätze enthalten müssen, welche 
erst in der Folge bewiesen werden« Selbst in dem Lehrbuche des Euclides 
ist dieses der Fall. 

Nach der 29sten Definition z. B., im ersten Buche , ist dasjenige Dreieck 
spitzwinklig, welches drei spitze Winkel ha^, dai heilst, zufolge der 12ten 
Definition : drei Winkel, die kleiner sind als^ rechte. Es ist aber nicht an 
sich selbst klar, dafs ein solches Dreieck ex i stire. In derThat wird erst in der 
Folge bewiesen, dafs die drei Winkel eines Dreiecks zusammen immer zweien 
rechten gleich sind, und daraus folgt erst, dafs ein Dreieck mit d4Pei spitzen 
Winkeln möglich ist Eben, wie man sagt; ein sphzwinkUged Dreiedi solle 
heifsen, wekhes drei spitze Winkel hat, könnte man z. B. auch sagen : dasjenige 
Fünfeck, welches fünf rechte Winkel hat, solle z. B. gleichwiiddig heifsen; 
oder dasjenige Viereck, welches vier spitze Winkel hat, soüe spitzwinklig 
heifsen, obgleich dergleicheB Fünfecke und Vierecke gar nicht eiistiren. 

Nach der 30sten Definition des ersten Buches soll diejenige Figur Quadrat 
heüsen, welche gleichseitig und rechtwinklig ist Es fragt sich abtr, ob 
eine Figur von vier Seiten vier rechte Winkel haben kann, tmd dann, ob sie 
zugleich gleichseitig sein kann; Beides sind erst Gegei^tande von Lehrsätzen 
und Beweisen. 

Auf ähnliche Art verliält es sich mit der 31sira und dSsten Definition de« 
Öbloiigums und Rhomboids. 

In der l7ten Definition bedarf der Zusatz, daCs der Durchmesser den Kreis 
halbirt, des Beweises. 

Die 6tc und 6te Definiti<m des vierten Buches palst nur auf solche geradli« 
nige Figuren, die um und in einen Kreis beschrieben werden können. 

Nach der ersten Definition des sechsten Buches sollen ähnliche Figuren 
diejenigen heifsen, deren Winkel einzeln gleich, und in welchen die um die ^ti* 
eben Winkel liegoiden Seiten proportionirt sind. Es ist aber nicht an sich selbst 
klar, dafs diese beiden Eigenschaflcn von Figuren zugleich Statt finden 
können. In der That wird erst späterhin bewiesen, dals sie bei Dreiecken notb- 
wendig immer zugleich Statt finden. Sie konnten also auch möglicher Weise als 
nicht coexistirend vorausgesetzt werden, weU eine soldbe Voraussetzung 
erst durch einen Beweis widerlegt werden mulste. Bei mehrseitigen Figuren kön* 
n e n sie auch nur mit einander verbunden sein, sind es aber n i c h t n o t h w e n d i g. 
Daher pafst die Verbindung der beiden Eigenschaften nicht zur Definition. Dafs 
die Figuren, von welchen' die ersten Bücher bändeln, auch wenn sie von mehr 
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als drei ^raden lanien eing^scUossen werden, in Ebenen liegen sollen, 
mufs mehrentheils als v o r a u s g e s e 1 2 1 betrach^t ifrerden. 

Nach der 3ten Definition im Uten Buche, soll eine gerade Linie auf einer 

^ Ebene perpendiculair heifsen, wenn sie auf allen geraden Linien« die in der 

Ebene durch den l>urchschnitt der Ebene mit der Linie gehen , perpendiculair 

stehet Es ist aber die Frage, ob eine solche Linie möglich ist Die Möf^cb- 

keit folgt erst aus dem Beweise des yierten Lehrsatzes im Uten Buche. 

Die 9te und lOte Definiti<Mi ähnlicher und gleicher Korper, dafs sie 
solche sein sollen , welche von ähnlichen oder Reichen Ebenen begrenzt werden, 
sind, was auch z. B. Legen dre in der Xllten Anmerkang seiner Greometrie be*> 
merkt hat, wirkliche Lehrsatze, die sogar recht schwierig zu beweisen sind, 
und allgemein erst in der neuesten Zeit bewiesen wurden. Selbst, wenn man mit 
Legendre annimmt, dafsEucIid nur solche polyed^ im Sinpe gehabt habe^ de- 
ren Körper- Winkel alle dreiseitig sin4» bedarf der Satz;, dafs dergleichen Kör- 
per, von gleichenund ähnlichen Ebenen umschlossen, gleich und ähnlich «sind, erst 
noch des Beweises^ Man kann z. B. nicht ohne Beweis sagen, dals zwei Pyrami* 
den congruiren, wenn die vier Dreiecke^ welche die eine umschliefsen , den vier 
Dreiecken, wdche die andern begrenzen, ^eich sind. Nimmt man an« dafs in 
den Abschriften des Euclides der Zusatz von der Gleichheit der Winkel, welche 
die umschKefsenden Ebenen ähnlicher Polyeder mit einander machen, ausge« 
lassen sei, so verhält es sich mit der Erklärung noch wie mit der ersten im 6ten 
Buche von der Aehnlichkeit der Figuren in der Ebene. Die Möglichkeit sol- 
cher Polyeder ist nicht an sich selbst kkir. 

Die 13te Definition im Uten Buch (erklärt ein Prisma für einen Körper, 
von dessen begrenzenden Ebenen zwei einander gegenüber, gleich und parallel, 
die übrigen aber Parallelogramme sindr Es bedarf aber des Beweises, dals 
. das Letzte möglich ist 

Die Erklärungen der fünf regulairen Körper Nr. 25. 26. 27. 28. 29. im 
Uten Buche setzen die Möglichkeit solcher Körper voraus, die aber nicht von 
selbst einleuchtet. 

Die Definitionen der Kujgel, des Kegels' und Cylinders, Nr. 14. 18. und 21; 
im Uten Buche, sind dynamisch. Es wäre aber erst nachzuweisen, dafs derglei- 
chen Erklärungen mit den übrigen, nicht dynamischen, in keinem Wider- 
spruche stehen ; denn läfst man diese Art zu definiren in der Geometrie zu , so 
kann auch d^s berühmte Ute Axiom, worauf die Parallelen -Theorie beruhet, 
bewiesen werden. Soll sie aber dort nicht gelteA, so darf sie es auch hier nicht. 

31* 
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Da sich das Werk des Euclides im Uebrigen dinrch Consequens un4 
Schärfe der Begriffe in so hohem Grade auszeichnet , so ist zu vermuthen, dafs 
die Definitionen » welche Lehrsätze enthalten , ursprünglich vom Verfasser selbst 
nicht an die Spitze der Abschnitte geteilt wurden / sondern dafs sie nur durch 
die Abschriften und Uebertragungen dahin gerathen sind^ und dafs Ergänzungen» 
welche fehlen ^.verloren gingen. Da die Euclidischen Definitionen sonst genau 
und strenge sind^ so würde, um das Eudidische Werk auch in diesem Betracht 
von wahrscheinlich unverschuldeten Vorwürfen zu befreien, weiter nichts nöthig 
sein, als die Definitionen am gehörigen Orte, erst hinter die Lehrsätze, deren 
sie bedürfen, einzuschalten. 

Abgesehen aber vom Euclidischen und jedem anderen Lehrbegriffe der 
Geometrie, ist es unstreitig gut, dafs man die Definitionen der Gegenstände^ 
welche untersucht werden sollen, theils so einfach und bestiannt gebe, als es 
sich thnn lafst, theils sie so weit vorrüdce und so allgemein mache, als möglich. 
Je leichter und eher man erfährt, wovon die Rede ist, und je bestimmter und 
umfassender es ausgedrückt wird : um so besser ist es. Hat man nur erst klare 
Vorstellungen von dem, worauf es ankommt, so kann man in der IML^ematik 
nicht leicht mehr irren; denn es sind alsdann nur noch Schlüsse übrig, welche 
in der Vernunft selbst liegen , die sich nie widerspricht Hat die Vernunft einen 
Gegenstand erst richtig ergriffen, so fordert ihr Mechanismus das Resultat, wie 
von selbst, zu Tage. In Voraussetzungen kann man Fehler machen, die aus der 
Unvollkommenheit des menschlichen Erkcnnungsvermogens entstehen : in Schlüs- 
sen nicht mehr. Das ist eben die Unfehlbarkeit det* Mathematik* 

Wir wollen in diesem Sinne einige Vorschläge zu Definitionen machen^ und 
dabei diejenigen von der Gleichheit, — vorzüglich aber von der Aehnlich- 
keit der Figuren, welche letztere besonders eine der schwierigeren zu sdn 
scheint , zum Hauptgegenstande machen ; die übrigen also nur in sofern berüh- 
ren, als sie auf jene Bezug haben können. 

1) Jeder begrenzte Raum heifse Korperraum, die Grenze eines Körper- 
raumes Fläche, die Grenze einer Fläche Linie, die Grenze einer Linie Punct. 
Alles Ausgedehnte, als Korperraum, Fläche und Linie, heifse Figur. Eine ein- 
geschlossene Fläche heiüse Flächenfigur, eine umschlossene Ebene ebene 
Figur, ein umsclilossener Korperraum Körper, ein von Ebenen umschlosse- 
ner Körperraum Polyeder. 

2) Dafs man sich eiüe und dieselbe Figur an beliebigen Orten im Räume 
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VorsteDen kann, nmfrals Grundsatz angenommen werden. Auch Euclid 
thul es» indem er z. B. Dreiecke aufeinander legt u. s. w. 

Wenn man sich nach diesem Grundsatze eine und dieselbe Figur nach ein- 
ander an verschiedenen Orten im Räume, an allen diesen Orten aber 
l^eidisam die Spuren der Figur zuriickgcblieben vorstellt, so entsteht eine bebV 
bige Menge von Figuren, welche alle die Eigenschaft haben, dafs sie einen und 
denselben Ort im Räume einnehmen können. Es sind also Figuren möglich, 
deren Grenzen alle einren und denselben Ort im Räume einnehmen^ 
oder die ineinander fallen oder congruiren, oder sich decken können» 
Derg^chen Figuren sollen gleich oder congruent heifsen. Weiter unten 
warden wir auf eine zweite Definition der Gleichheit dor Figuren kommen. 

3) Eine Linie von beliebiger Länge , die mit einer ihr gleichen Linie auf 
keine Weise einen Flacheuraum einschliefsen kann, heifse gerade, jede andere, 
wenn sie weder selbst gerade, noch aus geraden zusammengesetzt ist, krumm. 
Diese Erklärung der geraden Linie kommt der Euc lidischen, vermöge des 
zwölften Grundsatzes dieses Schriftstellers, am nächsten* 

4) Eine Fläche, die mit einer ihr gleichen Fläche auf keine Weise einen 
Köqparraum einschliefsen kann, heifse eben oder Ebene, jede andere, wenn 
sie weder selbst eben, noch aus Ebenen zusammengesetzt ist, krumm» 

5) Die Neigung zweier sich schneidender gerader Linien in ihrem Durch* 
schnitt heifse Winkel, der Durchschmttspunct Scheitel, die von zwei sich 
schneidenden' geraden Linien tingesdilossenen, whesi einander liegenden Win- 
kel Nebenwinkel^ Reiche Nebenwinkel rechte, Winkel, die kleiner als rechte 
smd, spitz, Winkel, die gröfser sind, stumpf.^ 

6) Nachdem aus den Eigenathafien der Ebene bewiesen worden , dafs dar* 
in überall gerade Linien liegen können, nenne man gerade Linien in einer Ebene 
die sich nirgend begegnen*, Parallelen« Ebenen, die sich nirgend begegnen 
nenne man parallel • 

7) Nachdem bewiesen worden, dafs sich zwei Ebenen nur in einer gera- 
den Linie schneiden können, nenne man den Winkel, welchen zwei beliebige, 
in den Ebenen auf ihren Durchschnitt durch einen und dcnsdbeu Pimct dcsscl* 
ben gezogenen Perpendikel einschliefsen» Ebenen- Winkel oder Winkel 
der Ebenen, den Durchschnitt der Ebenen, Kante {ariley^ die Figur, 
welche dreii^nd mehrere, durch einen und denselben Punct gehenden Ebenen 
bilden^ nenne inan. drei-, vier- etc. seitige Körper-Ecke {angle soUtle ä troisy 
qucUre etdijaces)^ die einschliefsenden Ebenen, .Seitf^n, ihre Purchschnittc 
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Kanten, die Winld, welche die Ebenen mit einander machen^ Seiten-^Win- 
kel {nngles desfaces)^ die Winkel zwischen den Kanten, Kanten-WinkeL 

8) Ebene Figuren , die Ton drei , %ier und mehreren geraden linien um- 
.schlössen sind, nenne man Dreieck, Viereck, u. s. w.» die umschliefsenden 
geraden Linien, Seiten der Figur, die Winkel, welche die Seiten mit einander 
machen, Winkel der Figur; gerade Linien, weldie die Scheitel der W^itikel 
verbinden^ ohne Seiten der Figur zu sein, Diagonalen. Einzelnen, durch be- 
stimmte Verhältnisse der Seiten und Winkd Yon anderen sidi unterscheidenden 
Arten von Figuren können ihre Benennungen, wie z. B* Parallelogramm, 
Rechteck, Quadrat, regelmäfsiges Vieleck u« s. w«, erst dann gegeben 
werden , wenn bewiesen worden , dals die Verhaltnisse , auf welche sich die Be- 
nennungen beziehen, möglich sind. 

9) Die FJbenen, welche ein Polyeder raischlielsen , nenne man Seitens 
Ebenen (facei)^ ihre Durchschnitte Kanten {ar^tes)^ die Korperecken des 
Polyeders Ecken (angles solides) ^ die Winkel, welche die Kanten miteinander 
machen, Kanten-Winkel (angles des arites)^ die Winkel, welche die Seiten- 
Ebenen mit einander machen, Seiten- Winkel {angles des faces)^ <£e Diago- 
nalen in den Seiten-Ebenen Seiten-Diagonalen {diagonüles desfacesy^ ge^ 
rade Linien, welche, ohne in einer Seiten- Ebene zu liegen. Ecken des Polyeders 
verbinden, Ecken-Diagonalen {lUa^onales dupolyedre)^ Ebenen, welche, 
ohne Seiten-Ebenen zu sein, Kanten des Polyeders mit Ecken verbinden (nach- 
dem bewiesen worden, da(s durch eine gerade Linie und einen Punct aufser* 
halb derselben immer eine Ebene liegen kann), Diagonal-Ebenen (plans 
diagonaux). Nachdem ferner bewiesen worden, dafs in jedem Polyeder die 
Zahl der Seiten, Ecken und Kanten von entiander abhängt (der bekannte Eul er- 
sehe Satz, dafs die Summe der Zahl der Edcen und Seiten immer mn zwei gröfser 
ist als die Zahl der Kanten), nenne man ein Polyeder, welches, um es allgemein 
auszudrücken, k Ecken, m Seiten und n Kanten hat, /c eckiges m Seit, oder 
k ekiges n Kant, oder m seitiges k Eck, n. s. w. {pofyedres ä k angles so- 
lides et tnf€u:es etc. Ich glaube, dafs sich dies im Deutschen kurz so ausdrucken 
läfst. D. H.). Einzelnen, durch bestimmte Verhältnisse der Flächen, Kanten- 
Winkel, und Seiten -Ebenen -Winkel "^on einander sich unterscheidenden Arten 
von Polyedern, können ihre Benennungen, wie z. B. Würfel, Tetraeder, 
Prisma, regelmäfsiges Polyeder etc., wie oben, erst dann gegeben wer- 
den , wenn bewiesen worden , dafs die Verhältnisse , auf welche sich die Benen- 
nungen beziehen , möglich sind. * 
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10) Der Defiuition (2.).geinärsy sind in gleichen Figuren nothwendig alle 
ähnlich liegende gerade Linien, welche z» B. Ecken verbinden , und alle Winkel, 
die von solchen Linien oder von £^eichliegenden Ebenen eingefchlossen werden, 
gleich grofs, denn wären irgend zwei gleichliegende Linien oder Winkel un- 
gleich, so konnten sich die Figuren nicht mehr decken. Gleiche Figuren 
haben also nöäiwendig überall gleiche Seiten, Diagonalen und Winr 
kel. Man kann aber umgekehrt, ohne im Voraus auszusprechen, was erst her* 
nach bewiesen wird, nicht sagen, dals eine Figur, in welcher alle gerade Linien 
und Winkel gleich sind denen in einer anderen, dieser gleich ist Denn wenn 
man die Eigenschaften der Figuren untersucht, so findet mau, dafs die Seiten 
und Diagonalen einer Figur in der Ebene, oder die Seiten und Diagonalen der 
Ebenen, welche eine Figur im Räume einschliefsen, nebst den Winkeln zwischen 
denselben, nicht allcsammt willkärlich sind, sondern dafs immer einige 
von den übrigen , die ebenfalls vielleicht noch gewissen Bedingungen unterwor- 
fen sind, abhängen. Z. B. wenn in einem Dreieck die drei Seiten, oder zwei 
Seiten und der eingeschlossene, oder der der greiseren gegenüberliegende Win- 
kel, oder zwei Winkel und eine Seite eine bestimmte Grofse haben, so sind die 
übrigen Stücke (parties) nicht mehr willkürlich, sondern hängen von 
den übrigen ab. Auch die. gegebenen Stücke sind noch gewissen Bedingun- 
gen unterworfen« Z. B. von den drei Seiten eines Dreiecks dürfen zwei zusam^ 
men nicht kürzer sein, als die dritte; zwei gegebene Winkel dürfen beide nicht 
stampf sein, u. dergl. Man mufs also die unabhängigen Stücke einer Figur 
von den abhängigen unterscheiden, und man könnte, wenn man die Gleicli- 
heit von Figuren durch ihre Seiten, Diagonalen und Winkel definiren wollte, 
nur sagen: Figuren sind gleich, wenn. es ihre unabhängigen Seiten oder Dia- 
gonalen und Winkel, überhaupt ihre unabhängigen Stücke sind; denn als«* 
dann sind die übrigen Stücke ebenfalls, und folglich alle Stücke nothwen- 
dig gleich. Man konnte die unabhängigen Linien einer Figur messende oder 
bestimmende Linien, die unabhängigen Winkel messende oder bestim- 
mende Winkel (Jignes et angles J^iermmants) nennen. Da aber, was so 
ausgesprochen wird, eigentlich nur ein InhjegrifT von Resultaten ist, so ist es 
keine Definition, und man kann nur sagen: Gleiche Figuren sind, die 
sich decken. Die obige Unterscheidung unabhängiger Stücke einer Figur von 
den abhängigen ist aber nützlich und nothwendig, um ähnliche Figuren zu 
definiren; worauf wir jetzt kommen. 

11) Man definire: Figuren sind ähnlich, wenn die messenden Linien 
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der einen, Gleicfa?irffaciie {eqmmuli^fbJj der messeadea linicn der andefCB» 
und die messenden Winkd 6ia einen den messenden "Winfcdn der apd cien 
gleich sind. (Diese Definition hingt ron keiner Eigenschaft der ein» 
zelnen Figuren ab, und ist also erhobt Demi mit vnabhangigen Stocken 
können beliebige Froren gebiMet werden, ond fcdg^di anchFigoren, deren 
Winkel denen einer anderen {^eich, ond deren linien Gleidifidiadic iron denen 
einer gegebenen Figor sind. 

Diese Defimtioo ahnlicher Figoren worde an £e Siefle der EoclidischeD 
treten, in sofern man die EiUiran^ statt hinter die Dntersodrang der Eigen* 
Schäften ahnlicher Figuren, tot dieselbe setzen iroDte; wddies offenbar bester 
wäre, weil alsdann um so eher allgemein bezeichnet wurden woron die Rede ist 
Die darauf folgende Untersuchung ähnlicher Figuren mfifste abdann zeigen^ 
dais auch die abhängigen linien der einen Figur nothwendig Gleidrael* 
fadie von den abhängigen linien der anderen, und zwar die nemlichen Viei- 
fadie wie die messenden Lmien, und die abhängigen Wad^el der esie& Figor 
nothwendig den abhängigen Winkeln der anderen gleich sind« 

Wollte man die Euclidische Definition beibehailen, so muCrte man erst 
Mos Figuren Ton- der Art sich yorsteIlen> dafs die messenden Linien der eineiig 
Gicichyielfache Ton den ähnlich liegenden Linien der anderen, ond die mea* 
sendet! Winkel der dnen den ähnlich liegenden Winkdn der anderen {^eidi 
sind. Von diesen Figuren müfste man dann beweisen, dafs audi die ubri* 
gen Linien der einen eben solchen Gleichvielfachen der übrigen Linien der 
anderen, und die übrigen Winkel der einen den übrigen Winkc3n der an- 
deren gleich sind, dals also Figuren existiren, Ton der Art, dafs alle Linien 
der einen Gleich vieUäche von ähnlich liegenden Linien der anderen, ond alle 
Winkel der einen, ähnlidi liegenden Winkeln der anderen gleich sind. Erst 
dann konnte man dergleichen Figuren ähnlich nennen» Die Definitibn stände 
also, statt vor dem Abschnitt, hinter demselben, was, wie leicht zu sehen^ 
nicht so gut ist, als wenn man sie , wie vorhin , v o r den Abschnitt setzt 

12) Aber auch die erste Definition ähnlicher Figuren (11.) hat noch die 
Schwierigkeit, dals map erst vollständig nachweisen mufs, welche Stüdce einer 
Figur unabhängig und welche es nicht sind, welches besonders bei Potyedem 
sehr schwierig, und, soviel mir bekannt, noch nirgend vollständig und allge- 
mein geschehen ist Da diese Nachweisung erst durch die Untersuchung gl ei« 
eher Figuren gegeben werden kann, so kann man auf diese Weise von ähnli* 
oben Figuren keine Definition eher geben, ehe nicht gleiche Figuren unter- 
sucht 
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8u<:bt 94ftd.: Man könnte zwar definiren:* Figoren sind ähnlich^ 'sfinn dienern* 
lichei^ libien.'Und Winkel; iyouI deren Gleichheit die Gleichhieik d^iFiguren 
ahhäogt». ./^sttire in der eihei> Figuri Gleich vielfache^ voä denen der anderen , letz^ 
tere in heÜbn. Figuren glekh* gröCiiaind» Allein diese Definitiofi .:ware immer 
nur daa I>|em)iche: ^ wäre .an die :Frege. gebunden^ vön.welehen Stücken die 
Gleichheit niv^eier Figuren ^abhänge? und: »Uo erst dan^ yöUig yeiiständlicfa, wenn 
diese Frage heäntwortet» das heiCitK wenn die Gleichheit der!Figuren ydlstSn-r 
dig>untersi)cht wSl^cv ... ' .-i- . ' ,! . i i; . ; : ; • ^ . . :! * ' 

Da .man mm aber >wunscfaenlUihnte,'eineh Begriff von ä^ 
ren schon fr{äier,und ^vielleicht rägai^ schon mit. der Definition roh gleichen Fi-. 
guren zugleich ztn geben, sa fragt es sich, ob und wie fem dieses möglich seL 

Man ialk leicht auf den Gedaiiken, ' die ^Erilärung gleicher Figuren durch 
Congruenjs oder dnrch.Decken, hei ähnlichen Figuren nadizuähmen nnd 
Zu B. ^u: S9gisn •: Figivreii sindähalich^ wenn^ieyü'ji eine parallele Lage 
gebra-cht) uiid aus einemi^un'd detnselbcfa'Puiicte^ gesehen,-. sich 
decken^. Die^e frid^rung ist äiicfa für Figuren in der Eheni^ TöUig «ulängUclL; 
Man kaAAiUn^tieitig^diß Ebenen» in weldben inchlzwei Figurcm; befinden^ pära3fel< 
mit .einandfir Jegeki4 I>e<it ahdanui'tn nirgend einer Lage dia;obere Figiur^f aus 
irgend einepi P^pcte gesehen,,- die. untere, so kann.* mibi sie der lUiiteren ähnlich 
nennen; denn die^. Bedingung <ler Aehnlichkeitüst an keine Eigenschaft 
der Figuren sejlb$t gebunden; Aber tnan kötitiit mit.der Eridärung ni^f 
aua^ wenn eine.Figur in. Ternchiedenen Ebeneniliegt, also, zl B^ bei Polye^ 
dem« , Denn die, Seiten,*]E^henen <ier Polyeder haben gegen einander bestimmte 
Neigungen, iund da manlnUnnut eine Ebene der einen Figur mit einer 
Ebene der anderen; willkürlich parallel legen, ktah, so hängt es schon von den 
Eigenschaften der Figkir ab^.oh audi zugleich /die •äbrigen Ebenen. der einen: 
Figur mit. den ^ichliegend^i Ebenen der anderen piicallel simL Wölke man 
zur Bedingung der Aelmliöhk^ jnachen^ da(s;.dle Ebenen, ähnlicher Figuren 
in parallele Lagen müssen gebracht werden können»' so hängt es wiederum ron 
den Eigenschaften d^r Figur ab^ ob auch. alsdann. £,!& die Kanten und Dia- 
gonale di^: einen Figur Gleichvielfsdbie von denen jder anderen !aindi: wie es die 
Aehnlichkeit wirklich erfordert Die Definition kann daher ohne vorheigegan- 
geoe Lehrsätze nicht bestehen , und ist folglich nicht willkürlich. 

Nicht anders verhält es uck. Wenn man» statt des Parallelis.mus der 
Ebenen einer Figur yielniehr den Parallelis.mus der Kanten .oder Sei- 
ten und Diagonalen zur willküriicheq Bedingung. der Aehnlichkeit machen» 
1. 32 
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und also z.B. sagen Wollte: Aebnlich sind Figuren» deren Kanten, parallel ge* 
legt» in irgoid einer Lage, aus eineni und demselben Ponct gesehen^ sich decken. 
Es muis alsdann erst wieder bewiesen werden, dafs die Kanten alle parallel ge^ 
legt werden können^ so dafs es mit der wirklichen Aelmlichkeit bestehe. 

Anders dagegen verhält es sich^ wenn man die Aehnlichkeit von Figuren we^ 
der durch die Lage von Ebenen, noch durch die Lage von Linien, sondern 
vielmehr durch die Lage von Puncten erklärt, und sagt: Figuren sind 
ähnlich, wenn alle ihre Ecken so gelegt werden können, dafs die 
Ecken der einen und die ähnlich liegenden Ecken der anderen in 
geraden Linien liegen, welche durch einen und denselben Pnnct 
gehen, und wenn zugleich die Entfernungen der'Ecken der einen 
Figur von diesem Puncte Gleichvielfache sind von den Entfer- 
nungen der Ecken der anderen von dem nertilicken Puncte. 

Diese Erklärung ähnlicher Figuren ist von jeder Eigenschaft der Figuren 
unabhängig, und kann- folglich allen Lehrsätzen vorhergehen. Denn nach den 
Bedingungen für gerade Linien kann man unstreitig durch jede Edie einer Figur 
und einen anderen beitimmtea Punct beliebige gerade Linien legen, und in die- 
sen Linien kann man, von dem bestimmten Punct arus, beliebige Längen,- alsa 
auch solche nehmen, welche Gleichvielfache der Entfernungen des Puncts von 
den Ecken der ersten Figur sind. Diese Puncte kann man zu Ecken einer neuen 
Figur machen, und also völlig willkürlich eine neue Figur construiren, die 
man der gegebenen ähnlich nennt. In der That hat diese neue Figur alle 
Eigenschaften derjenigen, die nach Euclides wirklich der gegebenen ähnlich ist, 
nemlich.: ähnlich liegende Linien der einen Figur sind Gteichvidfache der ande* 
ren, uäd ähnlich liegende Winkel der einen sind den Winkeln der anderen 
^eich. Dieses mufs hernach, wenn die Eigenschaften der ähnlich genannten Fi- 
guren untersucht werden , bewiesen werden , und wird in der That aus den Ber 
dingungen der Definition selbst, mit Hülfe folgender drei Sätze gefunden, die 
also nur a pribrz zu beweisen sind : 

1) Dafs wenn zwei Seiten eines Dreiecks Gleichvielfache von zwei Seiten eines 
anderen, und die eingeschlossenen Winkel in beiden Dreiecken gleich sind : 
dafs dann die dritte Seite des einen Dreiecks das nemliche Vielfache von 
der dritten Seite des anderen ist ; 

2) Dafs, wenn die drei Seiten des einen Dreiecks Gleichvielfache von den drei 
• • Seken eines anderen sind, dafs dann die Winkel des einen Dreiecks den 

Winkeln des anderen gleidi sind; 
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3) Dafs weim die Kanten einer von Dreiecken unuchlotoenen Pjrramide Gleich- 
vielfadbe Toa den ähnlich liegenden Kanten einer anderen Pyramide siitd^ 
dafs alsdanii'auch aDe Seitenwinkel der beiden Pyramiden gleich sind. 
Mit Hülfe der drei Sätze ist der Beweis folgender: 
Man stelle sidi vier beliebige Poncte im Räume vor, die wir durch A^ B, 
C, J> bezeichnen wollen. Durch je zwei kann eine gerade Linie liegen, also kon- 
nen sechs gerade Linien, ^J?, j4C, AD, JBC, BD und CD Statt finden. 
Durdi jede drei Likiien kann eine Ebene liegen, also 4 Ebenen, ABC, ABD 
ACD und BCD. Die 6 gemden Linien werden die Seitien der 4 Ebenen sein, 
und die Ebenen werden einie Pyramide einschfielsen , deren Edken die Puncte 
Af Bf C, D sind. Man stelle sich femer 4 andere Puncte a, b^ c, dim Räume 
vor, und lege durch dieselben, auf ähnliche Weise, Linien und Ebenen, so dafs 
eine zweite Pyramide abcd entstehet. Nun werde vorausgesetzt, dafs die Puncte 
A und a, B und b, C und c, D und d so gelegt werden können, dafii sie mit 
irgend einem Puncte P im Räume in geraden Linien AaP, BbP, CcP und 
DdP liegen, und dafs 

AP ^BP _ CP _ DP 
aP "^ bP cP dP 

ist, wie es die Definition ähnlicher Figuren verlangt. Alsdann haben offenbar 
die Dreiecke APB und aPb, APC und aPc, APD und aPdy BPC 
und bPc, BPD und bPd, CPD und cPd gleiche Winkel zwischen gleich- 
vielfachen Seiten. Wenn also nun (1.) bewiesen worden, dafs in solchen Drei- 
ecken die dritten Seiten die nemlichen Gleichvielfachen sind, so folgt, dafs 

dR^ d£^ dR _ B€ _ BD _ CD 

ab ac ad bc od cd 

ist. Die Seiten der Ebenen ABC, ABD, ACD und BCD sind also sämmt- 
lich Gleichvielfache der Seiten der Ebenen abc, ab d und bcd. Wenn daher 
femer (2.) bewieset worden, dafs die Winkel von Dreiecken, deren Seiten 
Gleichvielfache mid , gleidb sind, so folgt , dafs die Kantenwinkel der beiden Py«» 
ramiden ^eich sind. Und weni< drittens (3.)' bewiesen worden, dafs auch die 
Seitenwinkel zweier dreiseitigen Pyramiden gleich sind ^ wenn* die Karoten der ei^ 
nen Gleichvielfache sind von den Kanten der anderen, so folgt, bloa aus der 
Definition, dafs alle Linien der einen Pyramide ABCD Gleichvielfache sind 
von den ähnlidi liegenden Linien der anderen abcd, und alle Winkel der 
ersten Pyramide gleich den Srhnlich liegenden Winkeln der anderen. Nun kann 
man sich aber jedes Polymer aus solchen dreiseitigen Pyramiden zusanmtenge- 

32* 
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setzt TorsteDen, und imin das Polyeder E2»enen tod mehr ds drei Seiten 1 
•a fallen blot vier und mdurere Ecken in eine Eboie. Der obige Beweis bl 
derselbe^ Abo folgen ms der Definition die E%ensdbafien ShnKrhpr Figoren 
jeden beliebigen Fall 

Da die Definition andi mreiättdert anf bdidUge krnmnie Linien v 
Fliehen palst, lind iur diese sogar i^ielleicht die allgemeiDste ist, weil 
kmmiiie: Linien und FlSchen dniA messende oder bestimmende Unien weniger 
^t definkt» lassm^ ali Figuren, die rem geraden linicn mid Ebenen einge- 
schlossen sind, so scheint sie ärem Gegenstand angemessen zu sein^ Uebiigens 
enthäk die Definition auch diejenige von gleichen Figuren einsrhliefsKch, Für 
den Fall gleicher Figuren liegt nemlich der Punct, in wdchem sich die geraden 
Linien durch die Eck^i vereinigen, unendlich entfernt; die goaden Linien durch 
ihn and die Ecken sind Parallelen» und die Entfernungen der Ecken zweier glei» 
eher Figuren von einander sind einander ^eich. Dieses ist die oben (2.) er* 
wähnte zweite Definition gleicher Figuren. Die Definition pälst aDgemein, 
auf alle Falle 
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§. Y. ForUetzmig der folgerungea siu der -gemeinschaftiicbea Polens bei Kreisen, die in 

einedei Ebene liegen. (§. HL S. 173. Heft 2.) 

20. 

enn eine gerade Linie zwei, der Grofse und Lage nach gegebene Kreise 
sdmeidet^ und durch einen der beiden Aehnlichkeitspunctc derselben geht: so 
sind nach (7.) die nach den Durchschnittspuncten gehenden Radien der Kreise 
paarweise parallel» und nach. (10.) ist das Prodoctaus den Abständen .zweier s^ 
eher Durchschnittspuncte^ deren EUgehörige BadKai nicht parallel sind, von dem 
genannten Aehnlichkeitspuncty eine beständige Grofse» welche.; wir die gemein4 
schaftliche Potenz der Kreise, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct» genannt ha- 
ben. Zum Beispiel: Zieht.aian 4rtia diem äufsem Adbalichkeitspuncte ^ der bei- 
den, gegebenen Kreise m» ilf (Fig. 2.) die gerade Linie 'Jlb^jb'BB.^ welche die 
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Kreist in den Puncten b^, 6, B, B^ schneidet: so mnä sowohl die Radien mh^ 
und MB, als auch mb und MB^ parallel; und andererseits sind sowohl. die 
Punde ^ und B, als* auch b^ und B^, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct ^ 
potenzhaltend, d. h., das Product :Ab X AB «=: Ab^ X AB^ ist eine beständige 
GrS&e a*, wie auch immerhin die sdineidende Linie ihre Lage indem mag« 

Es ist klar; dafs euiem bestimmten >Punct b oder b-^ , nur ein ein^nger Punct 
B oder S^ so entspricht, dafs beide zusammen, in Beisug auf den Aehhlichkeits*' 
punct A, potenzhaltend sind, d. h., dafs beide Puncto auf einerlei Seite >^on A 
liegen (im gegenwartigen Fall), und dafs das Product Ab XAB oder Ab^ XAB^ 
einer gegebenen Grolse c^ gleich ist: so dafs also jeder Punct JS, welcher mit 
irgend einem Punct b, der in der Peripherie des Kreises r^ liegt, in Bezug auf 
den Aehnlichkeitspunct utf, potenzhaltend ist, nothwondig in der Peripherie des 
Kreises M liegt. Daher folgt der nachstehende Satz : 

„Ist in einer Ebene ein bdiebigisr Punct A 'und ein Kreis m, der Lage und 
Gröfse nach, gegeben, und man zieht aus dem Punct eine gerade Linie, welche 
den Krds in den Puncten &, b^ schneidet, und nimmt in dieser Linie die Püncte 
Bf B\ so an, da& sie mit jekien Puncten b, b^ auf einerlei Seife von A liegen^ imd 
dafs das Product AbXAB^sa: Ab^ XAß^ einer gegebenen Gröfse a' gleich 
ist : < so ist der geometrische Ort der Puncte B, B^ die Peripherie eines bestimm- 
ten Kreises üf,' welcher mit dem gegebenen Kreise m den gegebenen Punct A 
zum Aehnlichkeitspunct, und, in Bezug auf diesen, die genannte Gröfse o* zur 
gemeinschaftlichen Potenz hat;** - 

Aehnlichea findet in Bezug auf den irniern Aehnlichkeitspunct ( /) (7.) zweier 
anlser einander fiegetKler Kreise m, M^ und bei zwei in einander liegenden, so 
wie auch bei zwei eiilandcr schneidenden Kreisen Statt . "^ 

Haben die beiden Kreispaare m, ilif und m^ , M^ (¥%• 3.) denselben Punct 
A zum Aehnlichkeitspunct und, in Bezug auf denselben, gleiche und gleichartige 
(4L2«) gemeinschaftliche Potenzen: so folgt, dals die Puncte, in welchep z. B. 
die Kreise M, M, einander schneiden, mit den Puncten, in welciien die Kreist 
mf,m^ einander schneiden, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A potenzhal- 
tend sind. Dehn schneiden die Kreise M, M^ einander in den Puncten B und 
C: SQ folgt (20.), dsUTs z. B. derjenige Punct 6, welcher mit dem Puncte JS, in 
Bezug auf den Aehnlichkeitspunct Ai^ potenzhaltend ist, vermöge der Voraus^ 
Setzung und vermöge des Kreiipaars m, Mf in der Peripherie des Kreises m, 
^nd vermöge des Kreispaars 77»^, M^^ in. der Peripherie. des Kreises m, liegte 



fci^AUt^trmhoiemEtfmenm^m^ nt^rith, iL k er kl 

Jhhen zmti %n iipawr m, Jf oaJ m^, M^ cincB mai demdbeo PiBict ^ 
fttOB AdHÜcUeilspaDct, imdL m Bezug aof linurl b rw^ f^^oAt od gkklu f t i y 
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Af, ilf^ nil Jkwj/mffgn der Krcife m, m,, ab aodi d» Bmümlm i ttuwiiM Ir der 

Kreiie M^ m, nft deoieniges der Kreise «b, ihf, , pMi weise nit dem ArhnKrh- 

keitfpancl j1 in yra deo linieii^ d. k ^tB, uicC^ AdD^ AeE and gerade 

Lauen. 

Es ist UaTp daCs wenn z. Bl die Pimcte B^ C, in YcUwn die Krcse üf, itf, 
einander fdmeiden, zusammenfallen, dals dann n n d iw e n d ig audi die beidai 
Durchscfanitl^uncte b^ € der Kresse m, nt, ■m—miififtn; woraus^ als ^»ezid- 
ler Fall des vorliegenden Satzes^ der narhstrhcndc fidgt: 

,,IIaben zwei Kreispaare m» ilf und iii,,Ji'^ einen and densriben Fand ^ zum 
Aehnlichkeiisponct, und io Bezog auf denseflien Reiche und g^kiAartigr gemein* 
sckaftliche Potenz», und zwei Ton diesen Kreisen, die nicht ein Paar lalden 
(z. B. M^ ilf^),beruln-en einando*: soberfibnen aodi die beiden nbngen Kreise 
(m, m, ) einander» und die beiden BeruhrungsponGte Hegen mit dem AdmKcb* 
keitspuDcte A In gerader Linie und sind m Bezug auf denselben potenzhaltend.* 

^'mmt man an, die beiden Kreise m^, M^ fallen in einen einzigen Kreis 
M^ zusammen, so folgt femer: 

„Ist die Potenz eines Kreises 3/, , in Bezug auf den AdmUdikeitspmicl A 
zweier gegebenen Kreise m, ilf , gleich und ^dchartig mit der gemeinsdiaftli- 
chen Potenz der letztem Kreise, in Bezug auf dens(fl>en Punci: so berührt der 
Kreis M^ , wenn er einen der beiden Kreise m, üf berührt, auch zugleich den 
andern, und es liegen die beiden Berührungspuncte mit dem Punct A in gerader 
Linie, und nnd in Bezug auf denselben potenzhaltend. " 

22. 

Aus dem Vorliegenden lassen sich unter tfidem nadistehende meHnrardige 
Folgerungen ziehen. 

Ks seien z* B. zwei beliebige^ in einander liegende Kreise n, N (d. i die 
Kreise cdDC und feEF) (Fig. 4.) gegeben, AG sei ihre Linie der glichen 
Potenzen (3.), und von den beiden beliebigen Kreisen m, M berühre jeder 
die beiden gegebenen Kreise ungleichartig: so folgt (13.), dafs der äufsere 
Aehnljchkeifspunct A^ der beiden Krdse m, M in der linie GA liegt, und 
ferner folgt (12.), dafs die Potenz jedes der beiden gegebenen Kreise n, iK, in 
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Bttug auf den Aehnlichkcitspunct A^ gleich und gleichartig ist der gemeinschaft- 
liehen Potenz der JB^reise m, M^ in Bezug auf denselben Punct. Daher folgt 
ferner, dafs^ wenn der Kreis m^ die drei Kreise n, N^ m berührt, dafs alsdann 
auch derjenige Kreis M^ , — - welcher mit dem. Kreise m^ den Punct A zum Aehn^ 
lichkeitspunct, imd, in Bezug auf denselben, gleiche und ^eichartige gemeinschaft- 
liche Potenz, hat, wie das Kreispaar m, Af, — die drei Kreise n^ iK/ Jlf berührt 
(21.). £s ist klar, dals ein Gleiches von einem folgenden Krieispaare 771,, Jlf^, 
welches sich an das Kreispaar m^ ilf^ anschliefst, gilt; u. s. w« Man zieht dai^ 
aus folgende Sätze; 

„Beschreibt man irgmd zwei beliebige Kreise ira, AT, von denen jeder zwei, 
der Gröfse und Lage nach gegebene, in einander liegende Kreise 71, N ungleich- 
artig berührt: so liegt ihr äulserer Aehnlichkeitspunct A in der Linie der glei- 
chen Potenzen {GA) der gegebenen Kreise; und beschreibt man femer auf 

gleiche Weise die Kreispaare m, , M^ ; m,» M^ ; m^ , M^ \ , welche sich- 

an einander anschliefsen , d. h. , welche einander der Ordnung nach berühren: 
so hat jedes dieser Kreispaare denselben Punct A zum äufsem Aehnlichkeits- 
punct^ 

Stellt man sich eine Reihe Kreise Mi M^ , M^ , M^^ . • . . . vor, von denen 
jeder die beiden gegebene: Kreise n^N un^eichartig berührt, und welche einan- 
der der Reihe nach berühren, fortgesetzt, bis man wieder nach dem ersten Kreis 
M zurückkommt, und so weiter im Ring herum: so kehrt entweder die Reihe iti 
sich selbst zurück oder nidit, d. h. 1) entweder gelangt man schon, wenn man 
zum ersten Mal zu dem Kreis M zurückkehrt, zu einem Kreise 3/«, welcher sich 
dem Kreise M anschliels^ so dals der darauffolgende Kreis iÜ^^^ mit dem Kreise 
M zusammenfallt^ oder man gelangt erst, wenn man zum zweiten, dritten,^ vier^ 

ten etc. Mal nach dem Aniangs^iede der Reihe zurückkehrt, zu einem 

solchen Kreise Jl/x, welcher sich gerade an den Kreis M ahschliefst; oder 2) man 
gelangt nie, so lange man auch die Reihe fortsetzen mag, zu emem solchen 
Kreise, welcher sich dem Kreise ihf anschlielst, so dafs der Raum, in weichem 
sich die Reihe befmdet, fiir die letztere incomroensurabel ist Da nun nach dem 
vorstehenden Satze die Kreise m, m^,m^, . . • . , respective mit den Kreisen M^ 
M , M^j . • . . , den Punct A zum äufsem Aehnlichkeitspunct haben: so folgt, 
dafs, wenn man in der letztem Reihe von Kreisen nach einem oder nach melire^ 
ren Umläufen, zu einem solchen Kreise Mx gelangt, welcher sich dem Kreise Af 
anschliefst (ihn berührt), dafs dann auch in der erstem Reihe, der ebensovielte 
Kreis m,, sich dem Anfangsgliede (m) dieser Reihe ahschliefst, und dafs die 
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nohe m^ m^9 m^, — • * . m. ciiai so ^ide XkäStait rthair^ ab die Bcflie JV» 
Jlf ^ ^ Af^, M^ EteMs scUefst bhd fi^gniden laaicwDidfigen Sofs: 

^Ist der Zwis ch e ttfjmu zwischen nrei^ der Gralse udLage axb ygd b cnf ^ 
io emaoder fiegenden^ Kiwca n, ilT, für eine besdamte Rcäe Krcne ^, Jtf,, 

Af^, üC^y TOD deoeo jeder jene beiden nn^eicfaartig berafart, md weUie 

einander der Oedoong nach berrShren, commensnrabel, d.h., besieht die 
Reihe ans j?4-l Gliedern, wdcfae tt Ihnianfe bilden, oid bernfart der klite Kicis 
JlÜr wiederun den enten Mi wo ist dcnclie Zwischenramn fiv jede bfKfbigr 

Reihe Kreise m, m^ , m^, m., wo man auch das AnfSmgi^ied Hi annd»- 

men mag^ oonmensnrabd ; and es besteht die letztere Reihe cbenfidk ans :r-t- 1 
Giiedem, welche u Umlaufe hüden, wie jene errtere Reihe.* 

£s folgt ans diesem Satze zo^eidi: ^da£^ wenn der genannte Zwuchenramn 
für irgend eine h r tliimiiie Reflie Kreise üf, üf^, ifa^, .... int omm ensorabcl ist, 
er alsdano'/för jede andere Reihe Kreise m, rn^^m^^'. . . . cben£dk incommen- 
sondbel ist^ 

Es ist noch zahcmedcen, daC^ imf all die gmamrie Reihe in sidk zurfick- 
kehr^ d. i. commensorabel is^ und u die Zahl der Umlaufe derselben bezeidmet, 
dafs dann die Zahl der Glieder der Reihe nicht kleiner sein kann ads 2 a*l- 1. 

Aus dem Obigen folgt femer: „dals wenn z. R. der Kreir j^i die drei Kreise 
TRf /n^yitr berührt, dafs dann auch derjenige Kreis Q, «^ welcher. imt ihm den 
Punct A zum äuisem Aehnlichkeitspunct, und in Rezug auf diesen, Reiche und 
gleichaitige gemeinsdbaftliche Potenz hat, wie die Kceiqiaare n^ üf und m.^, ilf^, 
*9^ die drei Kreise My Af^, N berührt; oder dals adso umgekehrt, die beiden 
Kreise q^ Q, welche man in die beiden, . einander entsprechenden, Aibelen 
(krumndinigen Dreiecke) 6cd, BCD beschreibt, mit den Krei^iaaren in, M 
und m^ » M^ ein und denselböi Punct A zum AehnKchkeitspnnct, und in Rezug 
auf diesen, gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Potenz haben. . Eben so 
haben diejenigen beiden Kreise o, O, welche man in die Arbelen bef und ßEI^ 
beschreibt, den nemlichen Punct A zum äulsem AefanHchkeitspunc^ und in Re* 
zug auf diesen, gleiche und gleurhartige gemeinschaftlicfae Potem^; wie jedes der 
genannten Kreispaare. Und beschreibt man femer in zwei neu entstanden^ ein- 
ander entsprechende Arbelen, wie z. R. in den Arbelos bhk^ welcher zwifchen 
den drei Kreisen m,m^^ 9 li^g^^ und in den entsprechenden Arbelos JS /fJT, 
Welcher zwischen den drei Kreisen üf , il/^, Q liegt^ zwei Kreise r,R: so haben 
auch diese den nemlichen Punct A zum äulsem Admlichkeitspunct, u. s. w. , Yon 
Geschlecht au Geschlecht, bis in*s Unendliche." 

Alle 
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Alle die yorstehenden Sätze finden auf ganz gleiche Weise Statt, wenn an- 
statt der beiden in einander liegenden Kreise n, Nf zwei aufser einander 
liegende Kreise gegeben sind, wie leicht zn sehen. 

Femer finden bei Kreisen, die in einer und derselben kugelfläche Hegen, so ^ 
wie überhaupt bei ebenen Curven, die in einer und derselben Fläche zweiten 
Grades liegen, ähnliche Sätze Statt Endlich finden auch analoge Sätze bei Kugeln 
im Räume Statt; yon weldien Allem, nebst Mehrerem, an einem andern Ort. 

23. 

Da die Beruhrungspunete d, D, in welchen der gegebene Kreis TV die bei- 
den Kreise m, iV berührt, nnt dem äufseren Aehnlichkeitspunct A der letzteren 
Kreise in gerader Linie liegen (8.): so folgt, dafs, wenn man in dem Puntte d 
an die beiden Kreise m, iK(Fig. 5.) die Tangente da legt, welche die Linie der 
Reichen Potenzen j4 G der gegebenen Kreise n , iV in dem Puncte a schneidet, 
dafs dann der Kreis m mit keinem anderen Kreise M oder /i, welcher die gege- 
benen Kreise n, iV ungleichartig berührt, den Punct a zum Aehnlichkeitspunct 
haben kann; sondern dafs vielmehr der äufsere Aehnlichkeitspunct, welchen der 
Kreis m mit irgend einem jener Kreise gemdn hat , entweder über oder unter 
dem Punct a (in der Linie AG) Hegt, je nachdem sich d^r letztere Kros (M 
oder fi) auf der einen oder auf der anderen Seite des Kreises m befindet Z. B., 
der äufsere Aehnlichkeitspunct^ der Kreise m,il/ liegt oberhalb, und der äufsere 
Aehnlichkeitspunct a der Kreise m, /ul liegt unterhalb des Punctes a.. 

Da jede beliebige gerade Linie ApP, welche durch den äufseren Aehn- 
lichkeitspunct A der beiden Kreise m, M geht, eine äufsere Aehnlichkeitslinie 
dieser Kreise ist (7.), d* h., die aus den Mittelpuncten m, M nach jener Linie 
gezogenen Parallelen m/9, MP sich wie die Radien der Kreise m, M, oder, 
wenn man diese Radien durch r, R bezeichnet, wie r zu iR verhalten, so ist 

mp MP 

r """IT- 
Eben so hat man, wenn man nach der Linie atcp, welche durch den äufseren 
Aehnlichkeitspunct a der Kreise m, fx geht, die Pardleten m/i, fire zieht, und 

den Radius des Kreises u durch o bezeichnet: — ^ = ^--— . 

Zieht man nun die gerade Linie ait^pP^ : so schneidet sie offenbar von den 

Linien /itr, MP die Stücke irtr., PP^ ab, so dafs folglich der Quotient — ^ 

r 

grufser ist, als jeder der beiden Quotienten ^— -^ und — g-*. Daraus folgt, dafs 
I. 33 
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der Quotient des Kroses m (der dem Kreiie m iwphiTiy Quotient) ein Giufs- 
lef (Maiimtim) uL Das hei(st: 

^Zidit man aiu irgend cioem Ponct a der linie der ^ckbeoPMeBECB (^^ 
nreier gegdbenen, in rinandrr liegenden Krake n, N^ 
nie apf und fancr ans den Mbt^mncten in, /4, 3f, . 
/i, üf, . • • •, Ton denen jeder die gegebenen Kraise nn^leSclnrtig bernlirt, nadi 
jener Linie ap^ in irgend einer Biditnng, & FaraUelen mp^ f^^^t MP^^ • . . , 
und di?i£rt £ese dordi die Radien r, ^^ R, • . . • der re^iectiTen Krose m, jul^ 
üf, •*••: so ist der Quotient deqenigen Kreises HS (cL h. der Qootient» '«dinier 
20 diesem Kreise gehwt), wekJier nHt demKreise iV^ zosnoBmen ▼«m der Tai^^ 
adm einem onddemsdben Pancte 1/ berührt win^ mrier aDen übrigen Qooticn* 
ten dergrofste.* 

Ans gans gleichen Granden kt aof der anderen Sdte der Linie api »der 



Quotient deqenigen Kreises m,, weldicr mit dem Krdse ilTgo saum en Ton der 
Tangen t e ad^ m einem und demsdben Pancte d^ berührt irird, antcr den Quo- 
tienten aUer diesseits liegenden Kreise der groCrte.* 

Nimmt man die zoavt betraditete Seite der Linie ap ak positir, und die 
letztere als negatrir an, so ist alsdann: «^der Qootknt des Kreises m» in Bezug 
auf die Linie ap^ der grofste positive, und der Quotient des Kreises m, ist der 
groCrte negative» 

In Bezug auf eine andere Linie aber, wdche die gegdbenen Krase n, N 
nidit schneidet, wie die Linie ap^ ist von den Quotientm Ast beiden Kreise m, 
m^f der eine unter allen übrigen der groIst^ und der andern der kleinste. Kern- 
lieh: in Bezug auf irgend eine linie ap^^ wdcfae den Winkd Aam theflt, kt 
der Quotient des Kreises 77» unter allen übrigen der kleinste, und der des Kreises 
m, unter allen der grolste; dagegen ist in Bezug auf irgend ^e Linie a/?^, 
welche den Winkel Gam^ theilt, der Quotient des Soeises m unter allen übri- 
gen der grolste; und der des Kreises m^ unter allen der kleinste. 

Vermöge Aes Bkherigen kann nun nachstehende Aufgabe leidit und be- 
quem geloset werden« 

Aufgabe. 

„Wenn zwei beliebige, in einander liegende Kreise n, TV, der Grofse und 
Lage nach, gegeben fonAi unter allen Kreisen m^m^y fi^ ilf, . . . ., von denen 
jeder jene beiden ungleichartig berührt, denjenigen zu finden, dessen Quotient 
in Bezug auf eine gegebene gerade Linie {ap oder ap^ oder ap^) ein Maiimum 
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4>der ein Minimum ist, d. h. dafs, wenn man aus den Mittelpuncten m, m,, ^a, 
Mf . . . . jener Kreise , nach der gegebenoi geraden Linie, in irgend einer Rich- 
tung, Parallelen zieht, und diese durch die Radien der respectiven Kreise diyi- 
dir^ dafs dann von diesen Quotienten dem gesuchten Kreise der grofste oder der 
kleinste zugehore." 

Auflosung. 

1) Man beschreibe einen willkürlichen Kreis K, wddber' die gegebenen 
Kreise n, Nin den Puncten bfh^^BfB^ schneidet, und ziehe die Sehnen bb^^ 
BB^j welche derselbe mit den letztem Kreisen gemein hat, und welche Sehnen 
einander in einem bestimmten Puncte C schneiden. 

2) Aus dem Puncte C fälle man auf die Axe nN der gegebenen Kreise das 
Loth CGa, welches die gegebene gerade Linie (ap oder ap^ oder ap^) in dem 
Punct a schneidet, und welches Loth die Linie der gleichen Potenzen der bei- 
den gegebenen Kreise ti, iV ist (4). 

3) Aus dem Punct a lege man die Tangenten ae^ ae^, ad, ad^ an die 
gegebenen &eise n, JV, welche die letzteren in den Puncten e^ e^ , d, d^ berüh- 
ren, und befchreibe 

4) diejenigen beiden Kreise m,m^f von denen der erstere die gegebenen 
Kreise n, iVin den Puncten e, d, und der letztere in den Puncten e^, d^ berührt 
(§• 1. Nr. 4.): so leisten diese, wie aus dem Obigen folgt, der vorgelegten 
Aufgabe Genüge. 

Besclu-eibt man femer diejenigen beiden Kreise p, p^, von denen der erste 
die gegebenen Kreise n, N in den Puncten ^,, d, und der letztere in den Punc- 
ten e, d^ berührt; so folgt aus ganz ähnlichen Gründen, dafs diese Kreise der 
Aufgabe Genüge leisten, wenn unter allen Kreisen p, p, • . . ., welche die gege- 
benen gleichartig (anstatt ungleichartig) berühren, diejenigen verlangt wer- 
den, deren Quotienten, in Bezug auf die gegebene gerade Linie, ein Maximum 
oder Minimum sein sollen. 

Es ist noch zu bemerken, dafs Alles, was in dem Vorliegenden (23.), in Be- 
zug auf die beiden ineinander liegenden Kreise /», A^ gesagt wurde, auch auf 
ganz ähnliche Weise, in Bezug auf zwei aufsereinander liegende Kreise Statt 
findet. Femer finden analoge Sätze bei Kugeln im Räume Statt. Wären z. B. 
anstatt der Kreise n, iKzwei Kugeln, und anstatt der geraden Linie ap (oder ap^ 
oder ap^ irgend eine Ebene gegeben, und man sollte unter allen Kugeln, welche 
die gegebenen beiden Kugeln berühren, diejenigen finden, deren Quotien- 

33* 
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9 9^ QBii £J^^ ^iBP A#ifc ^ji" Hl iiT ■ aansMc emsr *■■""-■""' **■' Saspf SL mnc 

C. c^ cirtr. oicss Line C ^acsiut im£ znr Ass: JCnG 

Ebeoe C^ s yfinwiT oe s^susoe: EstsDS: xßjxi äusz jiBdimnitszi Lmif 

1^. ■^^. iB^ m^ Ti%- c. r. . 

TOD coaes jeoer cd? driyn ^ ■ ya r au g , ^■^^'^a^Tipy s ^ liLiiSflUBdes. Enae 3/, . 
3/^ hmkrt. God wrSffr cnaDzer osr &me aac^ l aübica : so lAScn £e ^^v>- 

tiaten, <Se ectite«:«. wea san .£e ans ia Hxs-T^ixiDcAa ».,»,.m, m^ 

auf die Am iW.lf, fjtBStm Ioctä m^P. . »^P,- »*-Pi "«^»' *^™^ 

die Radien r^, r^, r^, . r^ der res^^esi Kr?s^ »,, m,, w,^ . . . . m^ dlvi- 

dirf, folgeiide arxtfametisci&e ILeke: 

aj Warn der Mittc^Kmct m, de$ erstai Krcnes ot^ der griMunlrH Reihe 
in der Aze 3/, J^ der gyl ienc ii Emse Hegt, so sst (Fig. 6.) 

^,P. m,P, »,P. m,P^ ",^« 

''x ''e ^ ^ »". 

= , 2 , 4 . 6 , (x— 1).2 

)/; Wenn der erste Kreis m. der gaumiten Reihe <£e Axe M^M^ der ge- 
Ift-it^wn Kreue berühr^ so ist (Fig. 7.): 

^£i 2t5r ?2a£i ^ücL ^V^ 

« I , 3 , 6 , 7 , 2*— 1.' 

'>/W An eigentliche Satz, aus welchem diese beiden FaUe (a, b) Uofse Fol- 
ifhiuttyftt Mv\, i»t der nachstehende (Theorem XV. Ubr. JV.)i 

*l ^fUtnumfrrtur tt tiuSiusdam UM» aatijaa propotiia htuumodu^ 
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c) »Wenn zwei Kreise il/,, M^ (Fig. 8.), die einander in B berühren, der 
Grofse und Lage nach gegeben sind» und man beschreibt irgend zwei beliebige 
Kreise m^^m^^ welche einander in b berühren , und von denen jeder jene bei- 
den Kreise berührt^ fället sodann aus den Mittelpuncten m,, m^ auf die A\c 
M^M^ der gegebenen Kreises die Lothe m^Pj f ™,-Pg> und dividirt diese Lothe 
durch die Radien r^^r^ der respectiven Kreise tn^^m^i so ist der dem letztem 
Kreise (m J zugehörige Quotient um 2 gröfser als der erster^ d. L es ist 

oder, wie sich Pappus ausdrückt: das Loth m^P^ plus dem Durchmesser des 
zugehörigen Kreises m, , verhält sich zu diesem Durchmesser, wie das Loth rnJP^ 

zum Diu^chmesser des zugehörigen Kreises /n^, d. i., — - — j: = ^ ^ >'' 

Bedient man sich der Hülfsmittel und Kunstausdrücke, welche in den vor- 
hergehenden Paragraphen (I> U, III.) enthalten sind: so kann der Satz, wie folgt, 
bewiesen werden. 

A. Die gerade Linie ^J? (^ig* S.), welche die beiden gegebenen Kreise 
M^ f M^ in dem Puncte B berührt, ist zugleich die Linie der gleichen Potenzen 
derselben. (§. I. Nr. 3.) 

B. Da jeder der beiden Kreise M^pM^ die beiden Kreise m^, m^ gleichar- 
tig berührt, so folgt: 

a) dafs die Linie Bj4 ( als Linie; der gleichen Potenzen der Kreise M^ , M^ ) 
durch den äufseren Aehnlichkeitspunct der Kreise m^, m, geht (13.), und 
dals daher der Punct A, in welchem die Axe m^m^ die Tangente BA 
schneidet, der äufsere Aehnlicbkeitspunct der Kreise m,, m, ist; 

ß) dafs femer die aus den. Mittelpuncten m^,m^ nach der Linie AB gezoge- 

' nen Parallellioien sich verhalten wie die Radien r, , r^ der respectiven Kreise 

m,, m, (7.), dafs also z. B. Am^ : Am^ =: r^ir^; und da AB^ m^P^, 

m^P^ zu der Axe BM^M^ senkrecht, mithin unter sich parallel sind, dafs 

auch JBP, :jBP, = r, :r,; 

y) dafs endlich jeder der beiden Kreise M^ , M^ , in Bezug auf den äufseren 

Aehnlicbkeitspunct ^ der Kreise m., m^, potenzhaltend ist, so dafs das 

Quadrat der Tangente AB gleich ist der gemeinschafdichen Potenz der 

Kreise m^^m^^ in Bezug auf ihren äufseren Aehnlicbkeitspunct ^ (12.) 

C Da femer auch das Quadrat der Linie Ab gleich ist der gemeinschaft- 

tidien Potenz der Kreise m^,m^, in Bezug auf den Punct A (weil in dem Be- 



Steiner t Fmiseitmg det geameirieehem Bi fi in tim$vn. 



rilhrungspunct b zwei potenzhaltende (12.) Ponde zwMWwnen £dlen): so fc^ 
(y), dafs AJB^ =e Ab^^ und midiin aadi AB =: Ab ist 

D. Nach der Voranssetznng sind die Radien m^ C nnd m, D der Kreise 
^/I, f ^f parallel (senkreeht zor Aze BM^ M^^ daher Hegen die drri Puncte Db C 
in gerader Linie (7.); und da AB^^Ab und m^6=:m,C(als Radien des 
Kreises m^ und anch AB nnd m^C parallel sind: so liegen andi die drei Puncte 
B Cb in gerader Linie, und mithin ist B CbD eine gerade Linie. 

E. Zieht man nun noch die gerade Linie B mJE^ so hat man : 

ED : mfi^^BP, : BP^ — r,.r^ (n, /?), 
oder, wenn man bemerb, dafs mfi=^r^^ 

und folglich: 

ED = r„ 
und da auch m^D^^r^f 

Nun ist ferner 

EP, :m^P^ = BP, : BP^ 

= r, : r. (H, /?), 
oder da EP, = m^P, + m^E = m^P, + 2 r^ , so ist: 

m,P, + 2r, : m,P, = r, : r,, 
und folglich : 

welches der obige Satz (c) ist. 

Stellt man sich nun eine Reihe Kreise m^ffn^fm^ym^f , m^ vor, von 

denen jeder die beiden gegebenen Kreise M, , M, berührt, und weldie einander 
der Reihe nach berühren : so hat man nach dem vorliegenden Satze : 

^ »•. 

f!i£.-!2a£2 + 2=^^ + 6 



"».^. =?^^ + 2(:r-l). 



'»■^ X 



\ ^i 
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Oder, wenn man zur Abkürzung den Quotienten — ^ — ' = q, und die Lothe 
m,P^=/>j, Wjl^a ^/'s» • • • •> m^jP, = />, setzt, so ist: 

£i=y + 2; £a.=:y + 4; ^=:q + 6', ...... ^^ = 7 + 2(^- 1). 

'^« '» "4 ^X 

Setzt man ^ =s 0, d. h., nimmt man an, der Mittelpunct m, des ersten 
Kreises liege in der Äxe M^M^ der gegebenen Kreise (Fig. 6.), so hat man: 

^ = 2; fi* = 4; ^ = 6; - = 2(a?— 1), 



r. ^ ^ ^x 



welches der obige spezielle Satz (a) ist 

Und setzt. man y = 1, d. h., nimmt man an, der erste Kreis m^ berühre 
£e Aze M^M^ der gegebenen Kreise (Fig. 7.), so hat man: . 

£i=l; £1 = 3; ei=:6; 21 = 7; ^ = 2^-1, 

rrrr r 

welches der obige spezielle Satz (b) ist 

Es ist klar, dafs der Hauptsatz (c) unverändert wahr bleibt, wenn auch der 
Kreis M^ sich immer mehr ausdehnt, bis er zuletzt in die gerade Linie jB^ über- 
geht; und dafs dieser Satz femer auch dann noch Statt findet, wenn der Kreis 
M^ durch die gerade Linie BA gegangen ist, und auf der anderen Seite dersel- 
ben wieder als eigentlicher Kreis zum Vorschein kommt, so dafs nun die beiden 
Kjreise M^ und M^ einander äufserhch berühren. Wen diese Ableitungen nicht 
befriedigen, für den bemerken wir, dafs der Beweis fiir die abgeleiteten Fälle 
dem vorstehenden ganz ähnUch ist Pappus beweist jeden Fall besonders. 

26. 

Wiewohl beim ersten Anblick des vorstehenden interessanten Satzes zu ver> 
muthen, dafs. derselbe einer groiseren Ausdehnung fähig seio müsse: so findet 
sich doch nicht sogleich der Weg, auf welchem dieses Hd leicht zu erreichen. 
Das nachstehende Verfahren, durch welches man den Endzweck zum Theil er- 
reicht, ist ziemlich einfach^ kann aber vielleicht, zumal da nun das Gesetz be- 
kannt ist, noch auf einem anderen kürzeren Wege bewiesen werden. Das Haupt- 
resultat, welches weiter unten bewiesen w^den wird, ist: 

„Das bestimmte Gesetz zwischen den Quotienten, die entstehen, wenn man 
aus den Mittelpuncten 7?i,, m, der beiden Kreise to,, m^ (Fig. 8.) auf irgend 
einen beliebigen Durchmesser eines der beiden gegebenen Kreise M^y M^ (an- 
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statt auf die Axe BM^M^ (24)) Lothe fället, und diese durch die Radien r,, r^ 
der respectiven Kreise m, , m^ dividirt. " 

Wir bemerken hier beiläufig, dafs nun noch die folgende allgemeinere 
Aufgabe : 

„Wenn man aus den Mittelpuncten m,, m, der beiden Kreise /n^, m^ auf 
irgend eine gerade Linie £, Lothe fällt, und dieselben durch die Radien r, , r^ 
der respectiven Kreise m^, 771, dividirt: ein Gesetz zwischen den beiden Quotien- 
ten^ die dadurch entstehen, zu finden (24. c) **, zu losen übrig bleibt. 

26. 

Berühren sich die beiden gegebenen Kreise M^^M^ (Fig. 9.) in JB, be- 
rührt femer jeder der beiden Kreise m, M die beiden gegebenen, liegt der 
Mittelpunct M^ des letztem^ in der Axe M^ M^ , und bezeichnet man die Radien 
der vier Kreise M^, M^, M, m respective durch JR^, JR^^, jR, r, so ist; 

AC^BCr-BA oder 2JR = 2jR, — 2JR,, 

oder: 

JS = JRg — Ä, , und andererseits ist auch 



Femer ist: 



oder 



und folglich: 



J5ilf=Ä, + Ä,. 



BP .BM—T-.R (24, n,/?), 
jBP:Ä, + Ä, = r:JR,-Ä,, 



» — t 



Setzt man zur Abkürzung das, aus dem Mittelpunct m auf die Axe M^ M M 
gefällte Loth mP = ^, und M^P ^ U, MJP = u, Mjn = L, M^rn = /, 
so findet man leicht folgende Gleichungen : 

2) i = Ä, + r; Ä, = /+ r; 5P = Ä, + Z7=s Ä, + u. 
Nun ist yermuge des rechtwinkligen Dreiecks M^Pm: 

oder wenn man if aus (2.) und (1.) substituirf; 

P=:p* + (BP'-'R,y 



woraus 



^ 



oder, «eao ana den ^^mIwkImi ' «b f «Mi4 « [j y «i « «Mit 

folgt. Auf ^eklie Wdse findet man 

Aus der obigen Gleichung t mtp^ ^u^ tm^^X wm fffflifl 

^ An ) '^* 
und folglich: 

*N y' - 4ir* 

und eben so: 



'^ 



Endlich eingeben «ch^aiu (3.) tiod (3.) unmlUtlbir f^lfMld« Wirlh« für 
die Ratfien der beiden ge|(ebenen KreiM M,, M,i 

7) ii^»i jj^ i.r, 

*> ^•'' 4^54nrr^''' 

Bfao fldit aiu (3.) md (6.), daCi die beideo LMm / tmd » iffNiMf m dMN 

Badins r c o mmcn Mif abd «od, fobafd pwr(4.l//) und H, IM H, — ' H, (4- i> lt) 
oonmcasarabd kL Bevor wir des nMif>lfffi|MitMid wWivf t«riM||lll, W(Sm 

aaofit KBe, wo Sie §femMmUm (i^^m r«tfulir» t u m t mimn M ätU, 

. Z.1L 

a) l&MrtaMBvvItflcrdliA^flr^A^M^ m htimm (»> •> 0, f 

U 
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r Ar 8 



16 



r 



und 

4 r 



8 



Bezieht man diese AusdrudLe auf eine Reihe Kreise m^^m^^ m,, (Fig. 1 0.X 

welche sich aneinander anschfielsen, und wo der iJGttdpunct m, des ersten der- 
sdben in der Axe M^M^ der gegebenen Kreise Hegt, so hat q respectire die 

Werthe (24, a) = 0,2, 4, 6, 8, 2(n — 1), und daher hat - respectiye 

die WerAe 1, 2, 6, 10, . • . . (n— !)• + 1; - die Werthe = 2, |, 4, \% 

^Ji=-^lti^; -die Werthe = — 1,0,3,8, (n— 1)*— 1; und end- 

lieh hat — respectiye die Werthe = — 2, — f , 0, |, ^ ^ ; wd- 

r £ 

ches folgende Tabelle gid>t 



Kreise. 


m. 


m. 


"», 


"». 


"*» 




"». 


p-.T—q- 





2 


4 


6 


8 


• • • • • • 


2(»-2) 


l:r = 


1 


2 


6 


10 


17 




(»-ir+i 


L'.rsX' 


2 


s 
I 


4 


IS 


10 




(/»-i)*+4 
2 


u :r=: 


— 1 





3 


8 


15 




(„-!)«_, 


\ü:r = 


— 2 


9 
1 





• 

X 


6 




(/.-l)*-4 


2 



Man sieht hieraus , dafs die vier Mittelpuncte 3f^ , M ,m ,m ein Recht- 
bestinunen, dessen Seiten ilf* m, und M^ ilf, sich verhalten wie 4 : 3. 

/_2^ + l L q'-^9 



±=i 



b)NinHntm«.iJ.=3Ä,,«,i.tir=;g-Ä_.=:i„„d;;_^^' ^^^.j^' 

r~ 2 '7"~ 6 • 
Hiemadi eriialf man flir eine Rdh« Kreise m, , m^ m, , F%. 1 1., 

welche sich der Ordnung nach berohren , und Ton denen der erste m die Axe 

M^M^ der gegebenen Kreise berührt, so dafs also q respective die Werthe 

= 1, 3, 6, 7, .... Sfi'- 1 hat (24. b), folgende Tabelle: 






Stainer, ForUetamg der geometruden BetnuMmgai. 



967 



Kreise. 


m, 


m. 


m. 


"»♦ 


"». 


••••••• 


m. 


p:r=q= 


1 


3 


6 


7 


9 


••••••• 


2n— 1 


l :r=r 


1 


6 


13 


25 


41 

* 


••»'••' 


(2n— 1)*-W 


2 


Z:r = 


6 

5 


4 




17 

12 


5 


49 


••••••• 


(2n~l)*+9 


6 


* 





24 

90 


40 


• 
••••••• 


(2n— 1)*— 1 


2 


U'.r^ 


4 
? 


s 
1 


36 

7 


••••••• 


(2n— 1)*— 9 


6 



c) Nimmt man an, der Kreis M^ gehe, durch unendliche Vergrorserung, in 
die gerade Linie AB (Fig, 12.) (Tangente des Kreises M^ über, so ist jR, = oa , 

R 



mithin v ^ — —^-rr = , und daher 

00 — R. 



2I A — £l±i 







Ü-2I- £-2lzii 

r "~ Ö ^ **' r 4 

7^=0 ==°' 7"= 4 ^^•^•>- 

Für eine Reihe Kreise m^, m^^m^^ m^y , welche einander der Ord- 
nung. nach berühren» und von denen der erste m, die» zu der Aie BC senkrecht 
stehende, gerade Linie CD ist, erhält man» da q respective die Werthe = 0, 
2, 4, 6, 2(11— 1) hat (24, a), folgende tahelle: 



Kreise. 


m, 


2 


TO, 


m. 


m. 


TT&^ ••••,•• 


2Cn~l) 


P-r^q— 





4 


6 


8 
17 
15 
16 


10 




L :r=z 


1 


2 


5 


10 


10 
24 




(/»— 1)*4-1 


U :r = 


— 1 





3 
4 


8 
9 




(»-1/-I 


Ä, :r = 





1 


26 




(« - !)• 



Wie man sieht, ist hierbei die Reihe der Werthe von — * am audallendsten. 

r 

34* 
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Es sei ^C (Fig. 13.) irgend ein beliebiger Durehmessep eines der beiden 
gegebenen Kreise M^ , M^ , welcbe sich in B berühren , z. B. des Kreises M^. 
Den Winkel AMJM^ , welchen derselbe mit der Axe M^ M^ bildet, wollen wir 
durch a, und das aus dem Mittelpunct M^ auf den Durchmesser ^C gefällte 
Loth M^H durch h bezeichnen. 

Von den Kreisen m^ m^, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise be- 
rührt , sei der letztere ganz beliebig« dagegen liege der Mittelpunct m des erste- 
ren in dem genannten Durchmesser ^ C Aus den Mittelpuncten m, m^ fälle 
man die Löthe mP =/>, m^P^ =^ p^ auf die Axe M^M^^ und femer aus dem 
Mittelpunct m^ das Loth m H^s=: h auf den Durchmesser ui C. Die Radien 
der Kreise M^, M^, rrtj m^ bezeichne man, wie dben, durch R^, R^, r, r^, und 
setze zur Abkürzimg : - 

-^ oder ^ = ö, und ^^^ oder ;g^ 

... M^H h ^ 

so ist 1} sin a = n^\^ = -55 tt = tt . U. 

^ M^M^ R^ — R, ^ 

Bezeichnet man femer die Winkel H^ ■W^'^i ^'^d P^M^m^ durch ß und y, so 
ist, wie bekannt: 

sin ß = sin(a — y) = sin a . cos y — cos a . sin y, 

oder \rr = — Htt • «m a ^> . cos a, 

und folglich: 

2) Aj = jPj M^ . sin a — m , P^ . cos a. 

Oder wenn man für P^M^ und m^ -P^, nach (26. )> woselbst sie durch u und /> 
bezeichnet sind, ihre Werthe *^ — .- r, und q, r, setzt , so kommt 

.'3) A, = ' ' . -r\sina — *^, r . cösa. 

Diese Gkichung gilt för jeden beliebigen Kreis m^ , welcher die beiden gegebenen 
Kreise M^ , M^ berührt. Für den Kreis m ist aber das Loth A= , daher hat man : 

Q SS 1. — . r . sm a — ^r • cos a, 

und mithin: 

.N 9'- 47r' . 

4) cos a =^ -^ — . sin a, . 

wo 9 = = ^ . 

^ r r 
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Wird dieser Werdi Von cos a in die Gleichung (3.) substituir^ so Lottunt : 



^> 7^= (4;^ ^*- 4;;^")'' 



Setzt man in dieser Gleichung (5.) w. ß statt sin a (1.) und q+2n statt ^^, wo /i 
die Stelle anzeigt, welche der Kreis m, nach dem Kreise m einnimmt, so erhält man : 

f -_ 1 f 

Bemerkt man aber, dals nach' (26, 3.) die Linie to-W, =/= -^—j . r und 

auch sin a = TT . Q (1.), folglich 



^Q — T«~i TZJf 



Aqic 

oder 

4y 
so geht die vorliegende Gleichung in folgende über: 

das heifst : . 

,,Man findet den Quotienten (Ä, :r,) fVir irgend einen Kreis m,, welcher 
die beiden gegebenen Kreise M^j M^ berührt, in Bezug auf den angenommenen 
Durchmesser AC^ aus der Stellenzahl n dieses Kreises m,, von dem Kreise m 

angerechnet, und aus dem Quotienten -^ — s= Q des Kreises M^^ in Bezug auf 

di^nselben Durchmesser ^ C/ 

Liegt der Kreis m, auf der anderen Seite des Kreises m, wie z. B. der Kreis 
/i^: so ist n als negativ zu betrachten, und man hat für diesen Fall: 

7) ^=q.n^ — 2n. 

Die beiden Formeln ( 6 und 7. ) gelten auf ganz gleiche Weise , wenn man 
anstatt des Durchmessers A C, irgend einen beliebigen Durchmesser des Kreises 
M annimmt; nur würde sich im letztem Falle der Quotient Q auf den Kreis 
M^ beziehen. 

Der obige alte Satz (24, c) ist ein spezieller Fall des vorliegendeii Satzes 
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sesAf^, in Bezo^anf den Itmil— iifi fC and ans Job QnolicntcB Q^ 
dncs bestnomlcii Kreises at^» in Beog naf denxlicn DmcLmfa agr, den Qno- 
lienten Q^ desjenigen Kreises at^^ in Bcrag anf den nen£cl 
findet, wdcber sidi dem Kreise nt^ jMcl i EcS t (d. k. ikn berakrt).^ 




Esseix.Rß=:^=12 nnd ß. = 



"— » = 24, saht 



12 . 24) + 24 



s70odcr = J. 

Zur Erläuterung der Bedentang der gefundenen Formeln (6, 7, 8, 9), iroUcn 
wir dieselben noch auf ^nige b e Uiii u nlr Bcäen Kreise anwenden. Z. fi. 

a) Nimmt man an» der gegebene Kras JMT^ (Fig- 1^) berubre den genann- 
ten angenommenen Durcbmessa- AMjC^ so ist Q := 1 » und daher crhah m«i 
(Tir eine Reihe Kreise: .... /i,» /i^, fx^^ m, m^» m^, m,, . . . . , d. h., für eine 
Reihe Kreise, welche seh zu beiden Seiten dem oben genannten Kreis m an- 
schltefsen, und welche einander der Ordnung nadi berühren, Mgende Quotien- 
ten (wenn man die aus den Mittelpnncten: .... fjL^^ /ul^^ m, m^, m^, .... auf 

den Durchmesser y#C gefällten Lothe durch die Radien ^«t 9, # '*> '"t» '^ • • • • 

der respectiven Kreise .... ^,, /ul^^ m, m^ , m^, . . . 
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b) Setzt man Q = 2, so findet man fiir eine Reihe Kreise 
m, m,, m,, (Fig. 15.) folgende Quotienten: 
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Es ist noch zu bemericen, dafs die Sätze und Formeln, welche vir bisher, 
in Bezug auf die beiden einander innerlich berührenden Kreise il/, , ilf, aufge- 
stellt haben, auf ganz ähnliche Weise bei zwei sich äufserlich berührenden Krei- 
sen Statt finden, und dafs sie femer auch dann noch Statt finden, wenn der eine 
Kreis (M^, durch unendliche Vei^jröfsentng, in eine gerade Linie übei^eht. 
28. 

Aus dem obigm alten Satze (34, c) lassen sich unter andern auch nach- 
stehende interessante Folgerungen ziehen. 

Liegen die Mittelpuncte dreier behebigen Kreise it/,, Jl/,, m (Fig. 16.), 
welche einander, paarweise genommen, in den drei Puncten B, A, C berühren, 
in einer geraden Unie: so ist, vermöge des alten Satzes, das aus dem Mittel- 
puncte m, desjenigen Kreises m^, welcher jene drei Kreise berührt, auf die Aie 
M,M^m gefällte Loth m^P gleich dem doppelten Rat^us m^D des Kreises m,. 
Demnach ist 

Es ist klai> dafs dasselbe Statt findet, wenn man sich, anstatt der genannten 
Kreise M, , M^, m, m, , Kugeln denlt. Femer ist leicht zu sehen, dafs jede 
Kugel, welche die drei gegebenen Kugeln M^, Af,, m berührt, wo m« sich auch 
befmden mag, gleich der Kugel m, ist; und dals femer der Ort des ^Cttelpuncts 
einer solchen Kugel, welche die dra gegebenen Kugeln JVf, , M, , m berühr^ ein 
Kreis ist, dessen Radius = Pm^, und dafs die Ebene dieses Kreises, welche wir 
durch E bezeichnen wollen, in dem Punct P zu der Axe M^M^m senkrecht 
steht Denkt man sich nun eine Reihe Kugeln m^, nt^^ m^, . , . . , welche ein- 
ander der Ordnung Mch berühren, und von denen jede die drei gegebenen Ku- 
geln il/,^Jlf^, in berührt: SO' folgt offenbar, da PjD ^m,Z), dab die genannt« 
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Ebene (£) mit jenen Kugeln (m,, m^, m, . • . .) eine Durchschnittsfigur bildet '^ 
welche der (Fig. 1 7.) gleich ist. Nun ist aber leicht zu sehen, dafs man um einen 
bestimmten Kreis jP (Fig. 17.) gerade sechs Kreise m,, m^, /n^,, /n^, jn^, m^, 
von denen jeder dem Kreise P gleich ist (P2) ^=:>Dm^^ so herumlegen kann^ 
dafs, jeder den Kreis jP berührt, und dafs sie einander der Reihe nach be- 
rühren. Daraus folgt nachstehender Satz : 

„Berühren irgend drei beliebige Kugeln Af,, M^^ m (Fig. 16.), deren Mit- 
telpuncte in einer geraden Linie liegen, einander, paarweise genommen, in den 
drei Puncteh J3, A^ C: so können in dem Räume, welcher zwischen den drei 
Kugelflächen liegt, sechs gleiche Kugeln m^y m^, m^fjn^y m^, m^ beschriebai 
werden, welche einander der Reihe nach berühren (die Kugel m^ berührt die 
Kugel m^), und von denen jede die drei gegebenen Kugeln M^ , M^^m berührt.* 

Mittelst eines bestimmten Satzes bei Kugeln, welcher einem Satze bei Krei- 
sen (22.) analog ist, folgt aus dem Vorliegenden leicht nachstehender sehr merk- 
würdiger Satz : 

„Wenn irgend drei beliebige Kugeln einander berühren und 
man beschreibt eine Reihe Kugeln /n,, /n^, /w^ . . . ., welche einan- 
der der Ordnung nach berühren, und von denen jede jene drei 
Kugeln berührt; so schliefst sich immer die sechste Kugel dieser 
Reihe, wo man auch immerhin die erste annnehmen mag, gerade 
an die erste an. Und ferner liegen die Mittelpuncte dieser Reihe 
Kugeln immer in einer und derselben Ebene, und zwar in einer 
und derselben Curve zweiten Grades." 

Zum Beispiel: „Wenn die drei gegebenen Kugeln ilf,, ilf,,/t(Fig. 16.) 
einander, paarweise genommen, berühren: so kann in dem Räume, welcher 
zwischen diesen drei Kugelflächen liegt, eine Reihe von sechs Kugeln /u^t /u^p 
/*^s > /^« » /^ft > /^6 » ^^ ^^^ stuch die erste Kugel, oder das Anfangsglied dieser Reihe 
annehmen mag, so beschrieben werden , dafs sie einander der Ordnung nach be- 
rühren, und dafs jede die drei gegebenen Kugeln berührt ; und die Mittelpuncte 
dieser sechs Kugeln liegen in einer bestimmten Ellipse.* 

Unter andern hierher gehörigen speziellen Fällen erwähnen wir nur folgenden : 
„Wenn drei gleiche Kugeln einander, paarweise genommen, (äufserlich) be- 
rühren: so giebt es zwei bestimmte, mit einander parallele Ebenen ^, B, von 
denen jede die drei gegebenen Kugeln berührt Und beschreibt man in dem 
Raum, welcher sich zwischen den drei Kugeln befindet, eine Reihe Kugeln, voii 
denen die erste die Ebene ui und die drei gegebenen Kttgdn, und dann jede fol- 
gend« 



gende die vorhergehende und £e drei gegebenen Kugeln berührt: so wird die 
vierte Kugel dieser Reihe geirade die andere Ebene J? berühren. ** 

NemAtcft die beiden £benenr ^, j5 sind slstwei onendücfa grofse Kugdn zu 
betracbt'ei)ir^M^^he' einander beriihred (da sie parallel, sind), •tulid'.welcheds0i;< da 
sie ebenfalls^'die drsii gegebenen iLugelfft bcruhiNön>Ha tder :^^eQanBllen < Reihe Ku- 
geln» die Stelle d^rfunftai <und ^ecb^ 

" . ...29. " ^ 

Durch Hülfe des alten $at9tes kann feiner auc)i der^R^dius desjenigen Krei- 
seSf welcher drei gegebene, * einander berührende Kreise berührt, aus den Radien 
dieser Kr^isie l^ht,gefiinden> werden. -h;// 

Es seien die drei Kreise M^, M^, Ar,.(Fig,. |8.)> welche einander bertfl^^n, 
gegeben. Der Krei« ti» berühre. sie äufserlich und^ der Kreis iUT einschliefsend. 
Die Radien der fünf Kreise >3f, , M^ , 3f^^ M\ m soHeil respectiv^e durch JR,, R^^ 
ü^, J9i r bezeichnet wt^rden« • 

* • i ' FSUet man au^ deii Mittelpuncten itf, , m auf die Ale M^M^ die Lothe 
ilf,/fj = Ä^ und TTUi-^ =fc/>jli''sb istnach (24^ r)} ' . / . / . .'. 



I » A 



M •. . r Jlt-j- ;' ■ w/ '»•■ 



Da man eine iihnliche Gldchung erhält, ve^h man ans den Afittelpunctcn 
M, und m auf die Axe2lf,iKf,,. oder i^ den 6ifitteipuh<^if ilf;- uitd m auf die Axe 
M, M^ Lothe fallt, so hat man zu« ammengenomi^en folgende drei Gleichungen : 

P, ^ f ^.^* : 

K \ ß-t ■:•■. «. •» 

Ei^JL + ^l, <. 

welche addirt, • • i > 

geben. Der erste Tlv?il i^icser Gleioiuhg irt aber nach eineni bekannten Satze 
= 1 ; nemlich,: ^"Wenrt mah die aus einem belii^bigen Pünct m auf die Seiten 
eine« Dreiecls ]\f^M^^M^ gefällten Lothe p^,p^, p^y^nrch die corresporidiren- 
den Höhen K.h^^h^ de^ Dreicks dividirt: so ist die Summe der drei Quotienten 
allemal = 1.! Die Toriiegend^ Gl^idntng geht denmech'in folgende über: 
I. "' •' ■'"■ '' ' 35 
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Bemerkt man ferner, dals die Höhe emes Dreiedn dusdi die Seitea desselben 
amgedrackt wenkn Iuhmi, wid dafs die Sdtai ^les Dreiecks M^M^M^xTiaec 
Grufse nach jR, 4"'iR.; R,-^B^\ it, + .S, «od; so hat man z. B. 

/{2(fl, + Ä. -4- JR,) . 2it. . 2it, . 2fi,) 
'^^ 4(Ä. + il,) "• 

^ Ä. + Ä, —• 

Werden diese Werthe für A,, A., A^ in die obige Gleichnng substituirt» so cr- 
hSlt man nach gehöriger Reduction folgende Gleichung : 

Diese Gleichung zeigt, 'wie man den Radius r desjenigen Kreisea m, welcher diti 
gegdbene» emapider änIseHich beräh^ende Kreise ilf^i 'M^, itf^».aurserlich berührt, 
aus den Radien R^^ R^, jß, der letzterh Kreise find(en^Qn. 

Für den Kreis My welcher die drei gegebenen Kreise einschliefsend berührt, 
hat man auf ähnliche Weise , wenn man die aus dem Mittelpunct M desselben 
auf die Axen M^M^; M^M,\ M, ilf. gefällten Lpthe üfiV,, MN^, MN^ durch 
P,, jP^, Pj, bezeichnet, folgende Grleichungen (24, c): 

■•• • P^_K_2R •••''..■■ 

Aj jßj Ä^ 
P^_ Ä _2Ä 
A^ jR^ A^ 
P,_ Ä _2Ä 
A, \ß, A, ' 
Die Summe dieser drei Gleichungen ist: 

Bemerkt man, dafs der erste theil dieser Gleichung nach dem oben em^hn- 
ten Satze, gleich 1 ist,. und setzt statt der Gröisen A^, A,, A3 (^ohen des Dreiecks 
il/jü/^ifeTj) ihre oben angegebenen Werlhe : so erhält man, nach gehöriger 
ductipni, folgende Gleichung; 



oder: 
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welche zeigt, wie sidbi def .Radiuf JR desjepigea Kreises ill, welcher die drei ge- 
gebenen, sich berührenden Kreise M,, M^^ M^ einschliefsend berührt^ ^^us den 
Radien jR,, jß^ , R^ der Utzteim Kjrejfe finden lilfi^ 

Durch Verbindung der Gleichungen (1. und 2.) erlädt pian z. B. folgei^e 
Gleichungen.:^ ^ .^. 

^W jR - Ä. ü, 4"/ 

Geht «iner der gegebenen Kreise , z. B. der Kreis M, , in eine gerade Linie über, 
«o!st Ä, = », und dahör ^eheö ^e GleicKBÄgen (i'u- 2.) in folgende über: 

• • ' ^IHeise Glekhudgen zeigen, wie dcrRadiiis (r odfrJß) eines Kreises (m oder ilf), 
welcher zwei sich äufserlich berührende Kreise ü/, , M^ und bieten gemeioschaftr 
Helle Tangente, berühr^ aus den Btadieii ctcr^beidesi lelxtom Kreise gefmiden wird." 

Nimmt man an, die drei gegebenen Krdtle itf,, Af, , ilf, sdien önander g^eidi, 
so da& M^^R^^^R^, so' gehendie GleiehiHigen'(l. u. 3.) in folgende über: 

^) 7 .— B o^er r == ^ . R,, 

woraus folgt : 

Ist ferner Ä, = oo und il, =t JR, , sd folgt aus (1.): '^ 

wekhes init ( 26« c) überekuihnmt : I ; < : 

Um die Symnaetrie^iwfechm Atk vier Gr$fiien r,R^yR;,R^, wdche in der 

1 • 
Gleichung (1.) vorkommen,. «leichter, übersehen^ zu können, setze man — = y; 



i- = 9.; 4- = 9.5 A—9n> »<> ^«*^ nach (1.): 
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9 -7t + 9. +% +^'^i9t9. + 9^9» + 9,9i) • 

Darausfolgt: 

(9 7 9. - 9. - 9,y - ^<9.f» + 9x9 > + 9.9. )» 

oder Aach gehorigfti' Refchntnig - 

Si^tztman femer'|^~ Q: sq findet man auf ahnliche Weise aus der Glei* 
chung (2.) die folgende: 

30. 

Es lassen sich noch eine Meng^ Betrachtungen an die obigen anschlieisen. 
Zum Beispiel folgende: 

A. Sind drei beliebige Kreise itf, M^^ M^ (Fig. 19.)» die einander» paarweise 
genommen» in den Puncten JB, C, A berühren» und deren Mittelpuncte in einer 
geraden Linie liegen » der Gröfse und Lage nach gegeben : so kann » wie aus dem 
alten Satze (24.) folgt» derjenige Kreis /i, welcher jene drei Kreise berührt, 
leicht gefunden werden » wie folgt: 

»»Man errichte aus den Mittdpuncten M\ M^ die beiden geraden Linien MG 
und itf,^ senkrecht zu der Aie ifcTjikf.ifef^ nehme MG=iu4C^s2R und. 
M^H SS J3 C K 2 JR, » und ziehe die geraden Linien JB G und AH, so schnei- 
den sich diese im INIittelpunct /ul des gesuchten Kreises /a (24» Y.)." 

B. Jeder von den beliebigen Kreisen m, m^fTn^ berühre die beiden gege- 
benen Kreise M^» ikf, ; die geraden Linien MD^mP, m^P^, ™«-P. seien zu 
der Axc 3/ , A/^ senkrecht, und ebenso die gerade Linie JB^JB» welche die gege- 
benen Kreise M^ , M^ in JB berührt; die Radien der Kreise ifcf» m^m^^m^ sollen 
respectlve durch R^ r, r^, r^ bezeichnet werden. 

Da die Kreise M,rn,m^,m^ die Linie der gleichen Potenzen BB^ der 
beiden gegebenen Kreise M, , M^ gemeinschaftlich zur Aehnlichkeitslinic haben 
(13.), ch h.» die Parallelen aus den Mittelpuncten M, m^m ^m^ nach der Linie 
BB^ sich wie die Radien der respeiodyen Kreise Mf rn^in^p m^ verhalten» so 
hat man (wie 24, B» /?): 

a; ^ ______ ^^ 

Zieht man aus B durch die Mittelpuncte m, m,» m^ die geraden Linien 
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BmDi Bm-iD^i >JBm; Ü);, so folgt ferner, weil die geraden Linien MD,; PE^, 



■•■ • ■ I / 



b) M^^EI^^l^^E^, 

..■■♦.,, • -v ■ ^ • ..iß': ■ ..- T. . . , r,. r^ 

Eben so ist: 

V/ 2> "■" "**• — — — — • m-m , 

/r • 5 f ■• ^; ' ■• t . .. * . • • • 

und mithin^ v^nn MJY=i Ji^ auch: 

d> P/issr; P,n,^r^i P^n^ssr,. 
f e^rner ist: 

^ li r r^ 

Kimmt man an, dafs die Kreise m^ ^ m^ einander berühren, so ist mJF^ ^^J^^i 
(24, V.), folgKch in diesem Fall: ' 

f) m,j; = 2r.; E,E^^2r\ 2).D, = 2JR. 

Zieht man aus JB durch den Benihrungspunct b der beiden Kreise m^, m^ die 
gerade Linie J3Ä/^^,rf^, so ist ferner (24, V.): 

Aus dem VorK^nden folgte ulitec anderm,. Nachstehendies: 

a) W^nn der Qnotient ^) eines unbekannten Kreises m. ^ in Bezug auf diel 
Ate Üf, M, gegeben ist, so findet man mich (b) eine gerade Linie BE^D^, iii 
weither der Mittelpunct des mibakannten Kreises liegt Ist nemMcb det gegebene 
Quotient =s 7, »so nehme man MD^ ^sstq^ . R und adie die Linie* ÄD,, oder 
man nehme, wenn der Kreis in gegeben ist, PE^=iq^ . r und säehe die Linie JBE^f 
sd'Kegt in diesw]jimcf-(J7J^^l)^)der Mittelpunct m^ des gesuchten Kreises m^. 

ß) Nimmt man in der Linie Pm irgend ewei Punde E^ , JS, so an, dafs Efi^ 
=2r , und zieht die geraden Linien BE^ , BE^ : so liegen in diesen beiden Linien 
die Mittelpuncte m^y m^ zweier bestimmten Kreise m^^ m^^ die sich und die<bei-n 
den gegebenen Kreise M^, M^ berÖhren , " und zwar geht die gerade Linie Be^, 
wenn e^ die IMitte der Linie E^ £^ ist (g.), durch den Beruhrungspunct b jener 
beiden Kreise m^ , m^. Ein Gleiches find^ Statt, wenn man in der Linie MB. 
zwei Puncte annimmt, anstatt in der Linie Prn. Hiemach ist leidit'eine 



*) Zur AbkSfxiiBg nehmen wir jetst den Ansdnick: „QaoUeat eines Kreises, in Bezie- 
hung anf eine gerade Linie," in «lern beschn&nktern Sinne, als: „das ans dem MiUelpunct des 
Kreises auC die ^rade Linie gefailte Loth, dividirl durch den Raditts des Kreises.^' 
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Rpiliö Kreise m,, n>,i m^,m^*- • . ^ zu bescbrdW^, vdobfi^elndader d^tvOrt 
nuDg nach berühreD, und von denen jeder die beiden ge^jableiriHLKnise'^^V'ild 
berührt. 

C Legt man in dtai Endpuncten des Durchmessers AS eines gegebene 
Kreises M(^'ig. 20.) die Tangenlen AD und BC an den Kreis, zieht durch ehlc 
willlciii4ichen Periphericpunct K die beiden geraden Linien AEC und BEI 
und legt in dem Punct E die Tangente FEG an den Kreis: so ist das Dreiei 
BEC bei E rechtwinklig und die Tangenten GB lind GE sind' einander j^eicl 
folglich ist auch G JS = GB = GC. Eben io ist F^ = FÄ Das heifst: 

„Legt man an einen gegebenen Kreis JH zwei parallele Tangenten AD ui 
BC, die den Kreis in A und B berühren, zieht z. B. aus dem Berühningspun 
A eine beliebige gerade Linie ^C, welche den Krejs in E schneidet, und le 
in diesem Durchschnittspunct eine Tangente .FZ^ 6 ßn den Kreis: so halbirt die 
letztere Tangente die Tangente .BC in G." . , 

Da femer die beiden rechtwinkligen Dreiecke ABC unjJ DAB ähnli» 
sind, so ist: ' . ^ 

ADXBC=AB:^A^, ■ '^ 

das heifst : 

„Legt man in den Endpuncten eines Durcbmessers AB eines gegd>eni 
Kreises M, zwei Tangenten . an den .Kreis , und zieht aus. den#elben Funden ^ 
B durch rinen beliebif^ Peripberiepunct .,E des Kreise» zwei gerade Linii 
AECtBED: so ist das Rechteck aus den Stücken £C. .XD, wetcjie die lel 
tem beiden. Linien von jenen Tangent«! abschneiden» -gleich dem Quadrat d 
Dorchmessers ^B 4es Kreises." . i ' i 

Daai>er^!«ie vorhin bemeiit, BG=iGCnnAAF^=i^Jf ist, so is^ wci 
man den Radin» des Kreises durch R bezeichnet: 

. BGXAF^iABXAB.i^I^, 

das heifst: ■ . . '^ . ■ . - .,\ , 

- „Legt man an einen gegebenen^ Kreis Af.zlrei.par^el«.£Cr,^F und ei 
beliebige Tangente GEF: so schneidet die letztere von d? n beiden ersteren xs 
Sxi^cBG, .<iF ab, deren Rechteck dem Quadrut des Halbmessers. des Kreii 
g^fnch'ist •)." '.:■.:' .-■■! i ■..■ ■ !■.: . , . i 



^ Bei einer indem Gclegtnbeit wollene wir eeigen, dafi die hier. (C.) roin Kreise i 
wicjcoen bekannten &itse uif analoge Weiae beii jeder andern Curva iweiten Grades, d 
dafi folgende allgemtinera SStse Statt finden: 
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D. "Es seien die beidei» Kreise M^ , M^ {Fig. 2 1«) , die einander in B berühren» 
gegeben. lEinbeKdiigier Kreis imberüfare. die gegebenen in den Puncten d^ c und 
der Kreis M^ desseiiMittelpünct in ütv hjLt-M^M^ ü^» berühre dieselben in 
den Poncten JD^ C, utad endich berühre die gertde Xinie AB dieselben in dem 

1) ^Legt man cwei beliebige psoUele Taqgenten AH jahA BC an irgiend eine gege* 
bene Cunre zweiten Chrades, w^che diese CunM» in den Poncten A nnd B beriibren, und 
sieht £. B. iius d|em PunjCt ^ die gerade Linie AßC, welche die Cnrve in E schneidet 
nnd die Tängetrte J^C &i C begrenzt,' nnd legt in dem Ptmct E eine dritte Tangente GEF 
an die Cunre: so halbirt diese letztere Tangente die Tahgente BC in Gj.^ 

. Hieraus ergiebt sich, wie leicht zu sehen, ein sehr einfaches Yeriähren, in einem gege- 
benen Pnnct E an irgioid eine Cufve zweiten Grawes eine Tangente zu legen, ^wenn nur 
ehe d^ beiden Axen dertelbeb' gegeben ist Z. B» es sei (Fig. 23.) j4fi. eine Axe irgend 
fin^ Ginre-.sweitin Gta^eSf iind E sei irg^d ein gegebener Perjpheriepunct^ in welchem 
eine Tangente ap diese Curve gelegt werden soll: so errichte man im Endpunct B die ge- 
rade Linie BC senkrecht zur Axe AB^ ziehe die gerade Linie AE^ welche jenen Perpen- 
dikel in C trift, und bälbnre den Absdmltt SC in 6: so ist die gerade Linie GE die ge* 
snchfte - Tangente^ <.';.- ,-:.; 

2) ,,Legt man an irgend eine gegebene Curve zweiten Giades zi9:ei. beliebige parallele 
BGp AF und eine dritte willkürliche Tangente GEFj so schneidet die letztere von den 
beide« enteren Wei' Stfldte^ ^G und AF J^, deren Rechteck dem Quadirat desjenigen Halb- 
mfM^ der Cnrve..gldMbJ«t| if«ldifr intl de«, beiden ersleten Ta^g^ten pafaltel ist" 

Aus (1.) fp^^ fenu^;^ i* a« .. ; . ' . 

3) „Stellt man sied beliel>ig Tiele Cvrven zweiten Grades vor, von denen jede zwei 
gegebene Parallelen AD und J?C in denselben Puncten A und B ber&hrt, zieht aus j4 ir- 
gend* eine Linie ^iCf 'avridbe':-<ie Gwrsdi respeetiiM in den Puncten iS, JE^ , E^^ • 

fchneidkti und Hgt ^ di^^ Puncten E,,B^% E^^ •••••• Tangente ^ die Curven: so 

schneiden alle diese Tangenten einander in der Mitte G der Tangente BC. Und umgekehrt: 
Legt man aus irgend einem Pnnct G der Tangente jBC an jene Curven Tangenten: so lie- 
gen die BerQhrungspuncte £, E^ , J?, , ... •. • •-• • aljer dieier Tangenten mit dem Punct A zu- 
sammen in einer geraden Linie«" 

Aus diesem Satze (3.) folgert man leicht den nachstehenden: 

4) „Stellt man sich ansUU der Cunre itf (1*^.20.) irgend eine beliebige Flache zwei- 
ten Grades, anstatt der Tangente BC eine Ebene, welche jene Flache in B berührt, und 
anstatt des Puncts G, irgend eine in der Ebene BC liegende gerade Linie vor, und zieht 
alsdann irgend eine gerade Linte GSHf welche die Linie G und den Durchmesser BA 
der Fläche schneidet und zugleich. die. .Fläche in E becahrt,: so ist der Ort des Berii^rungs- 
punctes E eine ebene Curve (zweiten Grades), und die Ebene (EA") dieser Curve geht 
durch den Punct A und schneidet die ^tae.BC in einer bestimmten geraden Linie C^ 
welche mit der Linie G parallel ist, und welche doppelt so weit von dem Puncte B entfernt 
ist, als die Linie ß." U. i. w. 

Wir .bemerket nur noch, i$t$ man «u( dici^Ib^ einfache Weise in irgend einem gege- 
benen Punct Ef an irgend eine betliebige Flache zweiten Grades eine Bertthrungsebene legen 
kann, sobald irgend zwei TOn den drei Axen der FlXche gegeben sind| so wie solch^'fftr 
den analogen Fall bei Curven zweiten Ghides yo eben gezagt — ^-^— "" 
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Ptmbt J?. Alis dem Fiaiheren folgt; däfs die drei geraden Urnen ii/m , D.d, Cc 
«in&nder in einem bestimmten Punct ^y welcher in der luait BA (ak Linie der 
l^eichen Potenzen der gegebenen Kreise M^i'M^) liegt/ )md welcher der äüTsere 
Aehnlichkeitspund der beiden Kreise ikf^ /h ist, sckneideni(8/i3>). ferner folgt, 
dafs sowohl die Puncte D und d als auch C und c^ in Bezug auf den Aefanlich* 
keitspunct A^ potenzhaltend sind (21.), so dafs also < ' 

Ad'XAD^AcXAC, ■■'■'''■- 
und dafs folglich die vier Pi^cte D, C» c, d ii> der Peripberi^^ eines bestimmten 
Kreises /i liegen. 

Legt man an den Kreis M^ ^i dem Punct d die Tangente *Gd^ so .halbirt 
diese die Tangente AB in G (C) ;. und aus gleichen Gründen geht. die Tangente 
Gc, welche man im Puncte c an den Kreis ilf, l^gt, durch die Mitte & der Tan- 
gente AB. Da die beiden Tangenten Gdxiu^ Gc zugleich den Kreis m berüh- 
ren» so. steht die gerade Unie Gm auf d^r Sehnende senkrectxt und halbirt sie, 
und da die Kreise m und /ll diese Sehne gemein haben, so liegen die drei Puncte 

Gf m, fit, in einer geraden Linie. 

' ■ ' 

Zieht man ferner noch die geraden Linien BmJVnod MfxN^. so folgt, da 
BG'=^ GA, die bdden Linien M/u und jB./4 parallel sind^'lmd di^ drei Linien 
BN* Gfiif AM einander in einem und den^selben Pünöt'm schneiden, dafs: 

Bemerkt man> dafs» wenn A, r die Radien derKfeise Jlf, m bezeichnen, 
und mP mit iV-Sf päraflel, mithin senicrecht zu' der Axe'ilf^ilf^ iw, dafs dann 
(B,b): 

50 ist 

imd folglich 

Hiemach kann folgende Aufgabe leicht geiSset werden 



•i 
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A u f g a b e. 

' it.« ■ ; . • . 

,, Einen Kreis m zu beschreiben, welcher zwei gegebene, einander in J? be- 
rührende Kreise M^^M^y berührt, und dessen Quotient, in Bezug auf die Axc 
M^M^ (d. h. das Verhältnifs sem^s Radius r zu deipfi aus Seinern Mittelpuncte m 
auf die Axe M^M^ gefällten Lo^ie mjP) g^eben.ist*', 

Auflö- 
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^. Auflösnng. : 
, Es sei der gegebene Quotient = q» . Man enichte aus der Mitte ilf der 

w 

Linie CD die zu der Axe M^MfiD senkrechte Linie M/ül^ , ixAs^kMfiL^ssq.M'D 
s=z q.R^ und ziehe hierauf um den Punct/i einen Kreis /c, '^welcher durch die 
Puncte D, Cgeht: so schneidet derselbe die gegebenen Kreise -Äf,, M^ aufser- 
dem noch in denjenigen beiden Puncten c, df in welchen sie yon dem gesuchter^ 
Kreis m berührt werden, so dafs also die geraden Linien M^d und m^c einan- 
der im Mittelpunct m des gesuchten Kreises schneiden. 

Femer ergiebt sith aus dem Obigen ein einfaches Verfahren, eine ReHie Kreise 
m^m^,m^, .... zu beschreiben , von denen jeder die beiden gegebenen Kreise 
M^, M^ berührt, und welche einander der Ordnung nach berühren. Denn da 
von den Quotienten 7> 9^^ > 9.1 • • • «t welche dieser Reihe Kreise^ in Bezii^g auf :die 
Axe M^M^f respective zugehören , jeder folgende um Zwei gröfser ist als der 

vorhergehende (24, c): so stehen die Mittelpuncte /^> /^^ ^ /^j> der Kreise 

fif fi^y fi^, . . . . um den Radius MD = R von einander ab, weilz. B. . 

Mfii=:lq.R und iJf/^, = 1^,.. jR = |(y^ 2).Ä, 
mithin 

^Um also die genannte Reihe Kreise zu construireDt, nehnne mandici Puncte 
/iL, ^f f /Ugf • • • •'• so an, dafs /i/i, = /a^^a^ == . « . . s=: JR ss MJ)^ und ^iefae 
um diese Puncte Kreise /x» /^^ > /^^ » • • • . > von denen jeder durch die beiden Puncte 
D^,C geht: so schneidet der erste dieser Kreise die gegebenen Kreise AT^, M^ 
in den Puncten ^, df, in welchen dieselben von dem Kreise m berührt werden ; 
der zweite Kreis fx^ schneidet die gegebenen in den Puncten c^, d^^ in welchen 
dieselben von dem zweiten Krebe m^ der genannten Reihe Kreise berührt wer- 
den ; u. s. w." 

E. Legt man in dem Punct D die Tangente DF an den Kreis M^ , so ist 
leicht zu sehen, dafs die Mittelpuncte il/,, fi der beiden Kreise ilf,, /i, welche 
einander in den Puncten D, d schneiden, mit dem Punct JP, in welchem die in 
den Puncten D, J an den Kreis M^ gelegten Tangenten DF^ dF einander schnei- 
den, in einer geraden Linie ilf, ^i^ liegen. Eben so liegen die drei Puncte 
ilf„ /x,, F^y so wie auch M^y ^., JF*,, u, s. w-, in geraden Linien M^fi^F^y 
itf^/x, j*,, . . . ., wenn nemlich der Kreis fi^ J^n Kreis M^ in demselben Punct 
d^ schneide^ in welchem derselbe von der Tangente F^ d^ berührt wird ; u. s. w« 
Legt man femer in den Puncten C und c, c,, c,, . . . ., in welchen der Kreis ilf, 
von den Kreisen /*,/•,, ^,, •• ^ • geschnitten wird, Tangenten CE^ cE^ c^E^, 
c,£,, . . • • an den Kreis ilf,, so liegen aus glcfichen Gründen sowohl die drei 
Puncte ilf, , JE, t^i als auch ilf,, JE,, ^, u. s. w. in geraden linien« 
I. 36 
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Nun sind die Abstände der Blittelpuncte i»» /*,> i^.> • • • ., wenn sie sich auf 

eine Reihe an einander sich anschliefsender Kreise m, m,, m,, . . . . beziehen, 

einander gleidi (D.), d. fa., es ist /*A^, = ^^^^ s= . . . . ss ü; demnach ist auch, 

da die Linien ilfi^, DF und CJE parallel sind : 

•). JSJE, Ä^J?^ = £,£, = 

und 

b) -Fjp; SÄ jf;f^ = /;/;=: 

Und femer ist: 

M^M: M^D = ^^, : FF,, 
oder wenn man die Radien der Kreise M^ , M^ durch R, , R^ bezeichne^ und be- 
merkt, dafsi»f.l>=:jR,, ilf.ilf==Ä, und^^, ==Ä=ilfI)==J?. — Ä,j so 
hat man: 

Ä,: JR, = Ä. — Ä, :F/;, 
und fd^ch: 

c) j-j; = ^ (Ä. - Äj. 

Aus ähnlidben Gründen ist : 

Der Sinn der Satze (a, o, c, cQ, in Worten angebrochen, ist folgender: 
„Beschreibt man eine Reihe Kreise m^m^^m^, . . . . von denen jeder zwei 
gegebene, einander in B berührende Kreise M,,M^ berührt, und welche einan^ 
der der Ordnung nach berühren, und legt man in den Puneten d^d^^d^, . . . ., 
in welchen dieselben den Kreis M^ berühren, Tangenten dF, d^F^.d^F^ . . . . 
an den letztem: so schneiden diese Tangenten, die in dem Endpunct D des 
Durchmessers jBD an denselben 'Kreis M^ gelegte Tangente DFso, dafs die 
Abschnitte FF^, JF^jP,, JP^jP^, . . . ., alle einander gleich sind, und zwar jeder 

gleich der bestimmten Grölse ~ ( Ä^ — ü^ ) ist. Und eben so schneiden die in 

den Puneten c, c^ , r,, . . . ., in welchen die Reihe Kreise m, m^ , • . . . den.Kreis 
M^ berühren, an den letztem gelegten Tangenten c.£, r^jB^ . . .. , die in dem 
Punct C an denselben Kreis gelegte Tangente CE in gleiche Stücke EE , E E , 

R 
JB^JBj, . . . ., von denen jedes der bestimmten Grofse -^ (R^ — R^) gleich ist* 

Aus dem Vorigen ergiebt sidi femer ein Vferfahrcn, die genannte Reihe an 
einander sich anschliefsende Kreise 7n, m^, m,, .... zu constrairen. Denn nimmt 
man in der Tangente DJP die Puncte F, jF\, JP,, ..., so an, dafs FF^^F^F^ 

R 

-j^ (Ä^ — Ä,), und zieht um dieselben respective mit den Radien FD, F^D, 

Fjy, .... Kreise JP, JP, , -P^, . • . . , welche den gegebenen Kreis M^ zum zwei- 
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ten Mal in den Panden J, d^^ d^^ schneiden: so sind diese diejenigen 

Puncte, in wielchen der Kreis M^ von den gesuchten Kreisen m,fn^,m^, . . . . 
berührt wd. U. s. w. 

Da, wie oben gezeigt worden, M^t^Fnnd M^f^^F^ ^^radeliinien sind, so 
folgt ferner, dafs nn 

oder, da (D.) Mf^ = \q . MD und Mt^^ =s |^, . MD, so ist 

. DF q 

F. Legt man in den Endpuncten des Durchmessers AB eines gegebenen 
Kreises ilf (Fig. 22.) Tangenten AD,BCan den Kreis, und femer aus einom 
beliebigen Punct G der Tangente BC eine dritte Tangente GjE., welche den 
Kreis in E^ berührt; zieht aus demselben Pünct G eine beliebige Secante GE^E, 
welche den Kreis in den Puncten E^, E schneidet, und legt endlich in den letz- 
tem Puncten E^, E Tangenten JB.i^,, EF an den Kreis: so folgt, dafs die letr- 
tem beiden Tangenten einander in der Linie BE^ , in JV, schneiden ( 5. ). Geht 
ferner durch den Punct iV^die Linie OIVP paralld mit AD und BC: so sind die 
Dreiecke BHE^ und ONE^ einander ähnfich, und da die Seiten HB und HE^, 
als Tangenten des Kreises^ einander gleich sind , so ist auch 

JVE,z=zJYO. 
Eben so folgt aus der AehnlichLeit der Dreiecke BCE und PNE und aus 
der Gleichheit der Seiten JSC und CE, dafs auch 

NE^NP\ 
folglich, da NE und NE^, als Tangenten des Kreises, einander gleich sind, 
ist auch 

NO^NP. 

Wenn aber N0^= NP ist, so folgt, da die Linien OP und AD paraUel 
sind« wenn man die geraden Linien BED, BE^D^ , BE^D^ zieht, ^reiche die 
Tangente AD in den Puncten D, D^ , D^ schneiden, dafs audi : 

a) Dn^^D,D,. 
Und da nach (G) AF^ FD, AF,^ F^D^ und AF^ » F,D, ist, so 
folgt femer, dafs : 

b) FF,=sF,F,. 
Aus diesen beiden Sätzen (a, b) ergeben sich unnuttdbar folgende: 

c) 2AIf^TsAD'¥AD,, 

d) 2AP,^AF^AF^. 

Diese vier Sätze (a, b« c, d) in Worten ausgesprochen, lauten wie folgt: 
„Legt man zwei parallele Tangenten BC, AD an onen gegebenen Kreis 
M, nimmt in der ersten dnen beliebigen Punct G an, legt aus demselben die 

36* 
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Tangente GJB^JF,, wekhe den Kreis in E^ berührt, ühd rieht ans dem nemli- 
chen Puncto eine willkürliche Secante G-JE^E^ welchcf den Kreis in den Puno 
teil E^ y E schneidet ; zieht femer aus dem Berührungspunct B diegeraden Liniek 
BED, BE^D^.BS.D^, welche die Tangente^D in den Püncten D, D, , D. 
schneiden: so befindet sich immer der Punct jD, in der Mitte zwischen den bei- 
den Puncten D nnd D^, wie auch immerhin die Secante GE^E, von dem 
Puncte G aus , ihre Richtung ändern mag. und legt man femer* in den Punc- 
ten E, E^ die Tangenten EF, E^ F^ an den Kreis : so liegt ebenfalls der Punct 
F^ stets in der Mitte zwischen den Puncten F und F^ , welche Lage die durch 
den angenommenen Punct G gehende Secante GE^E auch haben mag. 
Daraus folgt, dafs sowohl die Summe der beiden Abschnitte ^D + ^J9.9 als 
auch die Summe der beiden Abschnitte jlF+ AF^ cdnstant bleibt, so lange 
die Secante GE^E durch denselben Punct G geht, sonst aber ihre Kichtung be- 
liebig ändert •). " 

« 

'*^) An einem andern Orte wird sich «eigen, daCi die diese £igensdia(^en nicht blos 
dem Kreise, sondern auch den übjrigen Kegelschnitten zukommen; daCs nemlich folgende 
allgemeinere Sätze Statt finden: (J^ur Erieichterung und um der Vorstelluog zu HüÜe zu 
kommen, fasse man (Fig* 22.) in*s Auge, stelle sich aber, anstatt des Kreises Jlf, irgend 
eine Curve zweiten Grades vor, yon welcher Gurre AB nicht blös Ai^, sondern ciia belie- 
biger Durchmesser ist) 

„Legt ntfan in .den £n<]^uncten eines belidugen Dnirchraessers. jf £ irgend einer, Curve 
zweiten Grades zwei Tangenten B.C nnd AD\ ferner ■ ans einem in ,der ersten/Tangentc 
CBC^ willkiirlich angenommenen Punct G eine dritte Tangente GE^F^^ welche die Cunre 
in E^ berührt, und die Tangente .^jD in jF, schneidet, zieht aus dem nemlichen Punct G 
eine wlllknilicliis Secante GEJB, welche die Curve in den Puncten E^j E schneidet; 
zieht femer ans dem Berührungspunct £, der ersten Tangente BC, die geraden Linien fiJS^ 
BE^, BE^j welche die zweite Tangente -AD in den Puncten Dy V^j D^ schneiden: so 
liegt immer der Punct i?g in der Mitte zwischen den Pun<^n D^ und 2^^, weldie Lage 
auch die Secante GEJS^ von welcher di^ Puncte l)^ und D abhängig sind, haben mag. 
Und legt man ferner in den Puncten E, E^ eine vierte und fünfte Tangente EFnnA E^P^ 
an die Curve, welche die zweite Tangente AD in deii Puncten J^,.P^' schneiden: so ist der 
Punct jF, stets in der Mitte zwischen den beiden Punelen F und F^y welche Lage die aus 
dem bestimmten Punct G gezogene Secante GE^B auch haben mag« Da^or folgt ferner: 
daCs sowohl die Summe der beiden Abschnitte AD und AD^^ als auch die Summe der beir 
den Abschnitte AF nnd AF^y const^t bleibt, so lange die Secante GE^E durch den nem- 
liehen Pnnct G geht" 

Da nicht nur die Linie AD^ sondern auch jede andere Linie (wie z.B. OP), welche 
mit der Tangente BG parallel ist, voii-den drei Linien fff BE^^ BE^ so geschnitten wird, 
so dafs, wenn J, c?,, d^ die respectiven Durchschnitt^uncte sind, dd^ :=id^d^isi: so lassen 
sich mit Hülfe dieser Eigenschaft und mit Bezug auf einen Satz über* die Protection einer 
ebenen Curve, die in einer Fläche zweiten Grades liegt, welcher im ersten Heft, Seite 45.' 
(Y.) dieses Journals mitgetheilt worden, leicht folgende interessante allgemeine Sh'tze über 
die PBchen zweiten Grades ableiten. 
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Es ist noch zu bemerken ^ dafs dfe obigen beiden Sätze (c, d) immer 
Statt finden, selbst wenn der eine Durdbschiiitlspunct E derSecante GJE^E 
in den andern Halbkreis, unterhalb des Durchmessers AB, fallt», mir sind 
in diesem Falle die betreuenden Abschnitte AI) und AF negativ zii nehmen, 

s6 dafs •. . 



Zum leichtecn .Verständni£s Helle man sicli anstatt der Curve M (Fig. 22.), irgend eine 
Flache zweiten Grades vor; ansiatt der Tang^teH BG^ AD\ swei Irenen, welche dil^ 
Fläche in den Endpuncten eines beliebigen Durchmessers AB btrübren, tmd welche Ebenen 
dirimach parallel smd; anstatt der willkürlichen dritten Tangenten GE^ , eine willkürliche 
Ebene, welche diC: Fläche iq dem Punct E^ berülirt, und die Ebene jB G in einer bestimm- 
ten geraden Linie G schneidet; anstatt der Secante GEJS^ eine Ebene, welche durch die 
Linie G geht und die FBcbe in einer Curve j^J?^ . schneidet; amstatt der Tangenten NE^ 
NE^ , alle möglichen Tangenten aus dem Punct N an die Fliehen M, d. h. denjenigen Ke- 
gel Nf welcher die FBche in der Curve EE^ berührt* und endlieh ansUtt der geraden Li* 
nien BE^ BE^j alle möglichen Linien aus jff'.durch die Peripherie der Curve EE^y d. h. 
einen Kegel, dessen Scheitel B ist, und welcher durch die Curve EE^ geht 9 und die Ebene 
AD uk einer bestimmten Curve DD^ schneidet: so lassen si^b die gedachten Satze, wie 
folgt, aussprecben. 

„Legt man irgiend" zWei panillete BG, AD und eine dritte beliebige Berührungsebene 
CE^ an irgend eine gegebene Flüche M j^weiten Grades, w^che die tet^ere re^ettive in 
den Puncten B^ A und £*, berühren; femer durch die Durchschnittslinie 6, :der ersten (£6) 
und dritten Berührungsebene (^i?,), tine willkürliche Ebene GEJE^ welche die Fläche in 
einer gewissen Curve EE^ schneidet; lafst femer aus dem Berührangspunct B (als Scheitel) 
durch die Curve EE^ einen K^gel gehen, wekber die Eb^ne AD in einer bestjimmten Curve 
DD^ schneidet; und läfst endlicb durch die beiden Berübmngspuncte £, E^ die gerade Linie 
BE^D^ gehen, welche die Ebene AD in demPuncteDi trilft: so ist immer der Punct 
D^ der Mittelpunct der genannten Curve DD^, Noch mehr: Läfst man in der 
Vorstellung die Ebene GEJB ihre Lage 00 verändern, dals sie sidi um die gerade Linie G 
bewegt: so sind die verschiedenen Curven DD^, welche dadurch in der fbene AD nsidi 
einander entstehen, alle einander ähnlich, ähnlichliegend nnd concentrisch, nemlich D^ ist ihr 
gemeinschaftlicher Mittelpunct. Auch bewegt sich dabei, wie bekannt ist, der Scheitel N des 
Kcgeb iV, welcher die Fläche M in der Curve J^jE*^ berührt, in der unveränderlichen geraden 
Linie ^^iiV. Femer folgt unmittelbar, dals also nicht allein die Ebene w4D, sondern auch jed^ 
andere Ebene, welche mit der Ebene BG parallel Ist, die genannten Kegel, aus dem Punct B 
durch die nach einander entstehenden Cnrven EE^^ in ähnlichen, ähniichiiegenden coricentri* 
sehen Cnrven schneidet, und dals immer diifi gerade Linie J7£| durch den gemeinsamen Mit* 
telpunct dieser Curven geht.|' Ferner kann man noch folgenden besondern Salz herausheben: 

„Pro}icirt man aus irgend einem Punct B in irgend einer gegebenen Fläche M zwei- 
ten Grades, eine beliebige ebene Curve EE^j welche in derselben Fläche Cegt, auf eine 
Ebene (z. B. DD^), welche mit der in dem Punct B an die Fläche gelegten Berührungs- 
d>ene BG parallel ist: so geht immer diejenige Linie JBJV, .welche den genannten Punct B 
mit dem Scheitel desjenigen K^els JY verbindet, wekher die Fläche in der genannten Curve 
£jB, berührt, durch den Mittelpunct der Prtjjection (der durch die Projection entstände^ 
nen Curve)." 
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rf) 2AF^ =^^. ^AF. 
G. Aus dem Vorhergebendeo {E) und ( F) kaim ummttelbar noch Folgeor 
des abgeleitet werden. 

Angenommen, die beiden gegebenen, einander in ß berübrenden Kreise M^^ 
M^ (Fig. 24.), würden von irgend zwei beliebigen Kreisen m, m^ berübrt, und 
die Linie BG beriibrte die gegebenen Kreise in JS, d. h., sei ihre Linie der glei- 
chen Potenzen: so liegt, wie oben schon öfter erwähnt, der äufsere Aehnlich- 
keitspunct G, der Kreise, m, m, in der genannten Linie jB6r, und die Puncte i?, 
£^, in welchen der Kreis M^ die Kreise m, m^ berührt, liegen mit dem Aefaiir 
lichkeitspunct G in gerader Linie GE^E. Nimmt man femeir an, der Kreis m, 
berühre die gegebenen Kreise so, dafs z. B. die Tangente F^E^G, welche er im 
Berührungspunct E^ mit dem Kreis M^ gemein hat, ebenfalls durch den genann» 
ten Pnnct G geht; femer berühre die gerade Linie AF den Kreis M^ im £nd- 
punct A des Durchmessers BA, die geraden Linien JEF, E^ F^ beriUiren den- 
selben in den genannten Puncten E^E^; und endlich würden die Quotienten 
der Kreise m,m^,m^, in Bezug auf die Aie M^ M^ , d. h. die aus den Mittel- 
puncten m, m,, m, auf die Aie M^M^ gefällten Lothe, dividirt durch die 
Radien der respectiven Kreise m^m^^m^^ durch 9> 7 > y« bezeichnet: so ist 
nach (£, e): 

und folglich 

AP+AF, q + g. 

Berücksichtigt man aber (F, d.), wonadi der erste Theil dieser Gleichung 
SS 2 ist, so folgt dafs 

oder 

Der Sinn dieser Gleichung, oder dieses Satzes, ist folgender: 
„Nimmt man in der Linie der gleichen Potenzen BG zweier gegebenen 
Kreise M^, il/^, welche einander in B berühren, einen beliebigen Punct G an, 
zieht aus demselben eine willkürliche Linie Gm^m, und beschreibt diejenigen 
beiden Kreise m^m^^ deren Mittelpuncte in dieser Linie liegen^ und von denen 
jeder die beiden gegebenen Kreise berührt: so ist die Summe der Quotienten 
(^, 9«) der beiden Kreise m, m^, in Bezug auf die Aie M^M^ constant, so lange 
die Linie Gmjn durch densdben Punct G geht, wie sie auch übrigens ihre 
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Li^Sfüem mag. Und zwar üt die genariite Sifaiiine der Quotienten gl^ch dem 
do^elto^ Quotienten 2 ^^ A»jenigen Kreises ^ , welcher s. B. den Kreis M^ in 
demselben P^ct JS^ berührt, in welchepn dieser nemliche Kreis von der aus deih 
angenommenen Punct 6 an ihn gelegten Tangente GE^ berührt wird.* 

Es ist noch zu erinnern, dafs, wenn der Kreis m unterhaOi der Aie 
BM^M^A falltf alsdann sein Quotient als negativ anzusehen ist, so dafs für 
diesen Fall 

J|^Endlich ist npdi des besondem Falles zu erwShneivA|||pui die genannte Linie. 
4s dem Punct G durch die ]^!Gtte M der Linie CA gdat Nemlich in diesem 
Fdle liegen in der liiii^^ m^Af die Mittelpuncte AT» m, zweier Kreise M^ m,, 
welche die gegebenei^!lCx|ise berühren, und deren Quotienten, in Bezug auf die 
Axe M^M^, respective 0^ 2q^ sind, so dals also der Quotient des Kreises m, ge- 
rade doppelt so grofs ist, als der des Kreises m^. 

31. 

In dem Vorhergehenden sind unter andern auch die Mittel, folgende Auf- 
gabe zu losen, enthalten. 

Aufgabe. 

„Wenn zwdi beUebigel Kreise M^i AT, (Fig. 26.) t die einander in JB be- 
rühren, und irgend ein beliebiger Durchmesser emes dieser beiden Kreise, z. B. 
der Durchmesser DE des Kreises M^ gegeben sind : so soU man einen Kreis 
m^ beschreiben, wdlcher die beiden gegebenen Kreise AT, , M^ berührt, und des- 
sen Quotient, in Bezug auf den gegebenen Durchmesser DE (d. h., das aus dem 
Mittelpunct m, auf den Durchmesser DJS gefällte Loth m^P^^ dividirt durch 
den Radius des Kreises m^ ), gegeben ist** 

Auflosung. 

Der Quotient des gegebenen Kreises Af,, in Bezug auf den gegebenen 
Durchmesser DJB, ist als gegeben zu betrachten; er sei = Q\ femer sei der 
gegebene Quotient des gesuchten Kreises m^^=^qi so ist nach (27, F.): 

y=ga7V-h2a;, 
wo nemlich x anzeigt, die wievielte Stelle der Kreis m, , unter den Kreisen , die 
die gegebenen Kreise berühren, nach demjenigen Kreise m, dessen Mittel{)unct 
m in dem gegebenen Durchmesser DE liegt, einnimmt, d. h., wo der Quotient 
des Kreises m^, in Bezug auf die Axe M^M^, um 2a: grofser ist, als der Quo- 
tient desjenigen Kreises m, welcher die beiden gegebenen Kreise M^, M^ be- 
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rührt, und dessen Mittelpimct is di|||rgegeb«till Porchmesser l)JS!iEiclft^ 



Bezug auf die neuilicbe Axe M^ M^f Man findet ai^ dieser Gleichung^ ^ 

Ist .irall f^ der MittelpUQct desjenigen Kreises ^ welcher durch . die vier 
Functe Ast C,D,d geht, d. L, welcher durch die h^den PohPte A, C geht; 
in welchen die Axe M^ M^ die Kreise M^ , M^ schneidet^ und durch die beiden 
Functe D, d, in welchen der genannte Krais m die gegebenen Kreise M^, M^ 
berührt; und ist fenie^^||t der MittelpuncC desjenigen Kreises /»,, welcher dujrtk 
die nenJichen beiden Functe A, C, und durch diejenigen beiden Functe D|jj9f 
geht, in weldben der gesuchte Kreis m, die beiden g||(i|^pnen Kreise M^, M^ 
berührt: so ist nach (30, D): %:'^ 

„Mau beschreibe daher zuerst einen Kreis ^, welcher durch die drei gege- 
benen Functe A, C und D geht^ nehme hierauf in der zu der Axe M^ M^ senk- 
rechten lanie Mt^^. den Punct ^- so an^ dafs 

und ziehe um diesen Funct einen Kreis /*^, welcher durch die Functe A, C 
geht: so schneidet dieser Kreis #». die beiden gegd>enen Kreise M^, M^ aulser: 
dem noch in den beiden Puncten d^,D^, in welchen dieselben von dem gesucl^ 
ten Kreise m, berührt werden." 

Zum Schlüsse ist zu bemerken, dafs alle obigen l&etracfatungen und 5Sl^ 
(30, 31.)^ auf gleiche Weise Statt finden, wenn man anstatt der denselben zu 
Grunde liegenden, einander inneiüch berührenden Kreise M^, M^, zwei, einan- 
der äufserlich berührende Kreise annimmt 

Berlin, im März 1826. 
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26. 
le Theorie der Epk^i 

(Von Herrn £• JR^fo«) . 



1. ▼ ▼ enn in der Peripherie eines Kreises sich der Mittelpunct eines zweiten 
Kreises bewegt, so neni^f man diesen zweiten Kreis Epicykel. Bewegt sich nun 
noch in der Peripherie dieses Epicykel, mit Beibehaltung der vorigen Bewegung, 
der Mittelpunct eines dritten Kreises, so ist der letzte Kreis ein Epicykel des 
Epicykel^ und man nennt ihn zweiten Epicjkel wenn man den ersteren, ersten . 
Epicykel genannt hat Bewegt sich, die bereits statt habende Bewegung mitge- 
rechnet, noch der Mittelpunct eines vierten Kreises auf der Peripherie des zwei- 
ten Epicykel, so ist der letzte Kreis ein dritter Epicykel; und wenn man die 
Aufeinandersetziing der Kreise, nach Art der früheren, beliebig annimmt, wo 
nemlich der Mittelpunct eines nächstfolgenden Kreises in der Peripherie seines 
nächstvorangehcuden sich bewegt, so wird im Allgemeinen der ( i» + 1 )** Kreis 
der n^* Epicykel genannt. 

Nimmt man nun noch an, dafs in der Peripherie des n*^ Epicykel ein Punct 
sich bewegt, so ist der Zweck gegenwärtiger Untersuchung, die Art der Bewe- 
gung dieses Punktes zu bestimmen, oder die Art der Cur^e auszumitteln, welche 
der Punct, durch auf so mannigfaltige Art zusammengesetzte Bewegung, be- 
schreiben wird. 

2. Um uns in der Folge einfacher ausdrucken zu können, wollen wir fol- 
gende Bezeichnungen einfuhren. Es sollen durch 

(0), (1), (2), (3), (4), U.S.W. 

der Ordnung nach, der erste ruhende Kreis, der erste, zweite, dritte, vierte, 

Epicykel vorgestellt werden. 
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^. 



l» 



r.f 



u. s. w. 



seyen analog ihre Radien. 
I. 
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7m Mmke, tfft IfijUu 

Im yBud^mUe ^ (0) mSäaStttmA dba waiaamier fii^jiMili Cavdi- 
natmadiseo ^; ^; x; und es scjca dfe Eksai der xjr, der xx, der f x» <Ee 
Ebeneo^ wMke durdi die Adisea der ^ «nd jr, dndi dfe Afliiw der »und x 
und durdi die Adücn der/' vnd x gehen. 

it^, n^, »^f li,, »^, Q. & w. 

iollen i& KeipmgrB der Ebenen, m weichen dK (0), (1), (^,(3), (4), 

falleD, mit der Ebene der xjr Torstdkn. 

Mid die MVnkd der Knotmlimen analoger Ebenen in der Ebene der xy nnt 
Achse derx. 



«,• *«• *«» *!• ^•' '"• 
seyen die Winkel der Kbolenlinien analoger Ebenen in der Ebene der xj 

eine befummle Epodie / nni den Radien r^, r^, r^, r,, r^, 

^#» T#» ^«^ ^1» J^f» ^1* ^«» J^f» *«» ^*» X39 ^j» n. fc w. 
stellen die Coordinalen der Dordischniltspancle der Peiipberien der (0] 

(2), (3), mit den Radien r^, r,, r,, r^ , cliffiiBi för £e Epodie 

3. Ifacht man, noch die Voraossetzungp dafs die I^nkel^ £e r^, 1 
r^, ^« * • • * • • ^^ ^^ G>ordinalenadisen x; jr; x; bilden, dordi 

(\^)f (^^)» (^^)f (^^)f (^^). »-».w. 
(%r)» (^r)» (^r)» (^r)^ (^r)t «-«-w. 
(%*)^ (^*)' (^*)' (^^)» (^*)• «-»-w. 

bezeichnet werden , so hat man: 

x^ = r^ cos (r^xX 

^. :=r, cös(r.i). 
Eben so 

X, — x^ = r, cos(r,xX 

r. — r« =^cos(r,j), 

X. — x^ =r^ co$(r,z/; 
ferner 

x^ — X, =r, cos(r,x), 

-, — ^ ='•, co5(r,z); 
u. s. w. 
so bekommt man sofort folgende Gleichungen: 
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9 ,\ 



# 



Aa^^, juber EpkykebK 291 

* 

o?^ s= r^ [cos a^ cos k^ + sin a^ sin h^ cos n^^I» 
/« = ''o C^* »• «n *o ~ «« «• ^ös Ar^ cos TiJ, 

X, — ^0 ~ ^ C^* ^« ^®* *• Hh iin a^ fb ^i ^^«3^ 

y^ — Jp = r^ [cos a, sin Ar, — sin a^ cos k^ cos nj, 

-ß/— z^ = r^ «in a^ sin n^, 

x^^-m^x^^s^T^ [cos a^ cos k^ + sin a^ sin k^ cos nj, 

y^^y^vsz r^ [coJ a, sin Ar, + sm a, coilr^ cos n,J. ^^^^ ^ 

^^ — X, = r, sin a, sin /i,, . 

IL S. Wt 

Man erhält demnach iiir die Coordtnaten des Durchschnittspiinctes des r^ 
mit der Peripherie des {n)y oder für die Coordiiiaten des in der Peripherie des 
n ^^ Epicykel sich bewegenden Punctes , folgende Ausdrücke : 

^a '^ ''o C^^* *o ^^' ^0 "** *^" ^0 **^ Ar^ cos »J 
•f* r^ [cos a^ cos Ar, + sin a, sfai #^ ,4Sos n J' 

• + r, fißs a, cos k^ + sin a, sin Ar, cos /ij 

•*• O • • 

+ r^ [cos a^ cos k^ + sin a^ sin k^ cos yjj, 
^» = r, [cos a, sm Ar, «- sin a^ cos Ar^ cos n ] 

+ r^ [cos a, sin Ar^ — sin a, cos Ar, cos /i,] 

+ r, [cos a. sin k^ — sin a. cos Ar. cos i» 1 
'^-^ 

•4- Tj^ [cos a^ sin Ar^ — sin a^ cos Ar,^ cos i» J , 
z^ SS. r^ sin a, sin n, 

+ r sin a. sin /», 

+ r, sin a, sin n, 

+ /. • V- 

+ r^ sin a^ sin /j^. 

Setzt nian, um diesen Ausdrucken einfachere Formen zu gehen : 

^ cotane k^ , . cos k^ 

" lang B. =.-. !2IiSA „„a rin i, ==4^. 

^ •^ COS Tip • «n J?p 

* • " 

tang C^= und sin c^ =s sin n„, ^ 
mit den ganz analogen Bedeutungen der äirofsen^ 
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» 

A,y B^, C^\ A^, JB,, C.; ^,, JB,, C,; u. $. w.. 

Ä^, Ä,, ^,; Ä,f *., c^\ a^^ Ä,, c,; U.S. w., 
wenn man nemlich h^ und n^ der Ordnung nach, in 

ür^undii,; /r^ und n,; /r, und /»,; b. s. w. 
übergehen lädt, so wird man ohne Mühe erhaben; 

z^ =5r^sinc^sin(C^+a^)+r^sinc^ »n(^i +a^)+r^$inr, sin(C^+a,)+u.s.w. 
4. Seyen nun der Ordnung nach 

^0» ^O ^f> ^1» ^4' ^* *• ^* 

die Geschwindigkeiten der Mittelpuncte von 

(1), (2)p (3). (4), U.S.W. 
in den Peripherien von 

(0), (1), (2). (3), U-S.W., 
und G^ sey die GeschwindigLeit des in der Peripherie des n^ Epii^kel sich be- 
wegenden Punctesy so ist, wenn man unter dt ein Eleqfimit der Zeit versteht, und 

die Aenderung der Winkel a^, a^, a^, a,, , während dieses ZeiteJementes 

dt^ durch: 

#ia^% da^^ da^ da^, da^t u. s. w. 
bezeichnet werden, wie bekannt, --i 

daher: 

G^ r^da* G_ r^da* 



Wird noch, der Kurze wegen, gesetzt: i^ 

ff, — — • ß > gt — r ' G ^ ^» — r * ß ' U, S. W.f 
'« '^O 'f ^^0 '^s ^-^0 

so hat man aus diesen und den vorhergehenden Gleichungen 

und diese Gleichungen so integrirt, dafs,. för a^ = 0, die GroCien a, , a,, a^, 
a^, die constanten Werthe ^ 

Ä* /^.^ y5,*^ /*•• Ar ^«-w. ^^ 

annehmen , so hat man folgende Gleichungen : 

Man hat also statt der letzten drei Gleiehungen in 3.^ wenn man dort die hier für 
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a , a , a f gdundenen Wertbe famdnsulMtituirt, 

a, abhangigen Coordiniteii des beweglichen Puacles in 
»••" Epicykel: 
-^ ar, rx r, «n o, sin (^^ -#- a^ 

•4- r, sin Ä, sin (y<, -t-ßt+g^ «o) 
- + r, aäeo, sin (-r^, + /S. •#- ^.«o) 




+ r, sm*. sin(J?, + ^.+^.a„) / (I.) 

^. r^ an Ä, sin (B, + ^. +^.»0)» 
*» = r^ »in c^ sin (C^, + a^ 

^. r, sin c^ sin (C, +^, +^.«0 



+ r^sinr, sin (C^ + ^, + ^.a,). 

5. I%se Gleidiungen (L) eiMialten die Auflosung unserer Aufgabe. Man 
kann förs erste mittelst derselben» bei Festsetzung aller in ihnen Toikommenden 
Constanten Grofsen, för jedes beliebige a^, oder för aHe Werthe von a^» zwischen 
den Grenzen a^ fm und a^ as 360^, die Lage des, in dem letzten Epicykel sich 
bewegenden Puneles» gegen die drei festgesetzten Coordinatend>enen bestimmen, 
und zweitens kann man durch Elimination von a^, aus je zweien der Gleichun- 
gen (L), die Gleichungen der Projectionen der, vom besagten Puncte beschrie- 
benen Curv^ auf die Ebenen der xy, der xz, und dtryz erhalten. 

Im Folgenden wollen wir för eilige besondere Falle aus den allgemeinen 
Gleichungen (L) die Gurren aufsuchen. 

Erster besonderer Fall 

so gehen obige C^Wchungen (t^jn folgende über: 

a?„«r^sinö,^rin(.r^P+aJ+r^sinö^sin(^^+/?^+a^)+r^sina,^ 

jr.sr^sinÄ^ un(B^ +a^)+r;sin b^ sin (J?, +Ä4a>H-^sin Ä,sin(J?,+/?,+a^lM, w. 

z^ » Vin c^ sin(C^ + %)+t^ sin c^ sin (C, +/?, ^aj+r^ sin c. sin (C,+/?,+ a^)+ u.s. w. 

' ' * ■ * "». - 






r, sin a, sin (-^^ + ^, + ^.«o)» 

r, sini, sin(J9, + a^ 

r. sin Ä, sin (B, +• ^, -•- ^. «,) » ^; 



i^ 




•1 




.i-i 



■^ 



» 




^ 



Rate, taer Epu^ltsiL 



Wenn nun ^(ol^) irgend eine Function von «^ vorstellt, m ist, wie bekannt» 






,+ u. s. w* 



WÄcl^ man dieses Theorem auf die drei letcten Gleichungen an» und seltt 
überdies noch abkürzend r 

^Ä:r^sina^sin-4^+r^sina^ sin(^, + ß^) + r^mna^9m(^^^ß^)+ u.s.Wf 
'A = r^ sin o^cos^^ +r^ sina^cos(^^ +^,) + r^ sina,cos(^,+^,)+ u.f.w.> 

JSssr^siuÄ^ sin-B^ + r^ sinÄ^ *^o (J^^t + A) + ^t siiiÄ^sin(JB,+^,) + u,s.w^ 
'jB = r^sinÄ,cos-B^ + r, sinÄ^cos(B^ •*"^i)+''f "" Ä^cos(J?,+/?,) + u.s,w., 

C^s^r^ sin c^ sin C^ + r^ sin c^ sin (C^ + ß^ + r^ sin c, sin {C^+ß^ + n.s- w., 

^C = r^ sin c^ cos C^, + r^ ski <:^ cos (C^ + ^,) + r, «in c, co^CC, +/*,) + u, $. w^ 

•0 hat man 

ar„ SS ^ COS o^ + ''^ «in a,, j 

j^, =a JB CO» a, + 'B «n a,, [ (ü). 

x^as C co^a, + 'C aln a,. j 

Eliminirt man aus ibneq, t£e^, Gnifse a^» ao erhält pian im Allgemeinen zwei 

besondere Gleichungen, zwischen je zwei der veranderliclien Coordinaten eines 

Pxmctes der Curve, und diese zwei Gleichungen drucken die Relationen der 

Coordinaten eines jeden Punctes dieser Curve aus. 

Sind nun x; y; z; die Coordinaten eiiies beliehigen Punctes |Bcser Cune, 

so and , wenn num folgende Abkürzungen einfuhrt : 



1? 
*AB + *Bj4 
TT— 



sj? und 



= JP und 



CA + *c*A ■ ;. 

*ACa 



D 



^-^'F, 



die Gleichungen för die Projectionen der Curve auf die Ebenen der ay und der xz^ 

t = 'Ex±'F^]y^x\ 
Transformirl man das Coordinatensystem so, dafs man die Ebene der xy um den 
Winkel 9, gegen ihre ursprungliche Lage, durch die Achse der x dreht, so ist, 
wenn die Coordinaten eines bestimmten Punctes gegen das alte floordinatensystem 
x; y] z\ warcn^ und gegen das neue o:'; y^; **; sind, 



r 



X'SSS x\ 

y = jr^tsöt 9 + z^ sin 9, 
2 SS ^^ cos 9 •*-^' sin 9. 



f. 



it 
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5^ Rabe, über Epieykel». JMM| 

Führt man Aese neaen Coordmaten x^, y^ z^ in die letzten twei Gleichungen 
der Curve ein, und sind ebenfalls die^CoocdinsAen von was immer för einen 
Punct dieser Cunrei in Bezug amf diese neuen G>qyrdinatenaciisen^ af^y\tj sa, 
sind die Gleichungen der Projccäonen auf die Ebenen der afy und afdx ^ 

y = o?^ (JE cos 9 — 'JE sin y) =fc (-Fcos 9 — fT sin 9) /l>* — a:'^ 

i. z'ssa/(£$iufp + ^E cos y) =fc (JF sin 9 + 'Fcos tf^Vl^ — ai'^. 

Der WiidLel 9^ sieht man, ist eine ganz willkürliche Grofse. Bestimmt man ihn ^ 
so, dafs man annimmt: 

-F sin 9 + 'jFcos 9 SS 0, .-^^ 

^ ifodurch 9 immer einen liiogKd^ Werth hat, so geben die letzten /iwei Glei- 
chungen wpm tnan aUfirzend setzt; 

g =5 / und jg = % 

folgende Gleiclmngen unserer Cunre : 

Diese zwei Gleichungen zeigen , dals die so erhaltene Girve eine ebne Curve ist, 
und wir wollen daher noch ihre Gleichung in der Ebene suchen, in welche »e fällt ^ ^ 

Transformirt man zu dieseiq^ JBwecke das Coordioatensystem so, da& wir in ^ ' 

der Ebne der^^jt^ die Achse der a^ um den Wink4 ip gegen ihre ursprungliche 
Lage verschieben, und heilst man die CoordBnaten dnes Punctes för dieses Sy^ 
stem 07^, y^^7^9^o hat man 

o?' =5 o?" cos t|^ + z'^ sin i|^ - 

z' ^s^xf^ COS ip -— ^" sin i|^ 
r Führt man diese neuen G>ordinaten in die letzten zwei Gleidiungcn der Curve 

ein, so erhält man folgende Gleichungen för die Projectionen der Gune auf die 
Ebenen der x**y*^ und x^z^^x 

(l-Ytang.f>>r/y"=fcgYir(7' + G')^y^ 1 
- "" [costf, (1— '/tang^|»)+Mni|>(/+taiig:»|»)] [r+G-J' 

Soll nun die Carve ganz in die neue Coordinatenacbse x"y'* fallen, <o mufs . 
z'* = seyii. " 
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Man hat dann, wenn man abkürzend setzt: 

JD* (/• H- G*) = Ä* 

■7» 




folgende Glachong flSr die gesuchte Curve : 

Verschiebt man noch diese Achse der x" in der Ebene der 'a^'y^' um den 'Win- 
kel #, und sind dann a^'\ y*", die Gooidinaten eines Pundes der Giirve, so hat 

mai^ erstens 

ar" =s x'" CO« I + j/** sin #, 

/'=ycos# — ««"«inl. 

Nimmt man den Winkel « so an, dafs man hat : 

1 — £* — i>/* d= /(l— A" -- JT)' + IF 



SO erhält man, wenn man abkürzend setzt: 

KM 



asss 



& = 



V^(cos I — i# sin 1)* + ikf sin ^ 1* 

cos * 1' 



V"(sin # + X cos #)• -I- M* 
als Gleichung der gesuchten Curve : 

Also eine Ellipse, deren halbe grofse und Heine Achsen a und b sind. 

Zweiter besonderer Fall. 
Es sey mit der Annahme aus dem ersten besonderen Fall noch diese ver- 
einigt, dafs die Ebenen, in welche (0), (1), (2), (3) . fallen, nur eine einzige 

Ebene bilden, und zwar sey es die der opy, so setze man in den Gleichungen (a) 

n^ =5 |i, = /», SS u^ SS /»^ s=s ^ ^ , , . , =s u^ as 0,^ 

tC^ 2S5. iC 2S5 A SS üf «^ iC SS5 ••••«• IS fC' SS (j. 

Dann geben jene Gleichungen, wenn man abkürzend setzt: 

/J^^r^ + ^ cos ß^ + r, cos ß^ + r, cos /?, + u. s. w-, 
W= r, sin ^^ + r, sin ß^ + r^ sin ^, -f- u. s. w., 

folgende Ausdrücke für die Coordinaten des [beweglichen Pbnctes im letzten 
Epicykel : 



x^ = N cos a^ — ^N sin a^, 
^. 35— iVsin a^ -^ ^N cos a , 



Elimi- 
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Eliminirt man ebenfalls hier die Grofse a^ , so erhalt man dadurch die Relation 
zwischen den Coordinaten eines jeden Punctes der von diesem beweglichen 
Punctc beschriebenan GiirTe» Sind hier ebenfalls ap imd y die G>ordinateii ^einw 
beliebigen Punctes dieser Curve, tmd setzt man, abkürzend: 

so ist die Gleichung dieser Curve 

JXe so erhaltene Curve, ersieht nian aus fc^ter Gleichung, ist ein Kreis, dessen 
Halbmesser r ist 

**^' Dritter-'besonderer Fall. 

y Es sey, nebst der Annahme {8r den ersten besonderen FaO, die folgende ebcii* 

falls vereinigt,, nemlich, wenn man hat: 

0Är^sina^sinu^^+r^sinöjSinC^^-h/S,)+r,sinö^sin(u^,+/9J + u. s. w., 
Osssr^^sinÄ «nJJ^+r,sin6^ sin(J?,+/?,)-f-r,sin/>,sin(Ä^4-/S,) + u. s. w,, 
a=r^ sinc^m C^ -l-r, «nc^ 8in(C, •*-/?,) +r,sin r, sin<C,+^^) + u^ 9. ^.. 
d. h*, wenn in den Gleichungen! (a) die Grossen 

Und» M gehen jene Gleichungen (a) in folgende über: 

^. = ^u4 sin a^ 

y^ =s 'J? sin a^ 

«^ =s 'C sin a^ - 
Ans diesen Gleichungen a^ eliminirt, erhält man die Gleichungen der, von dem 
in der Peripherie des letzten Epicykel beweglidien Punctes, beschriebenen Cun^e, 
und diese Gleichiuigen sind, wenn man mit x, y, z, die Coordinaten von was 
immer för einen Punct dieser Curve bezeichnet : 



^ ) (y)- 

Also, die so beschriebene Curve ist eine gerade Linie, dereq Projectionen apf die 
Ebenen der xl und xy durch die letzten zwei Gleichungen vorgestellt werden. 

Femer hat man eine geradlinige Bewe^mg för den beweglichen Punct in 
der Peripherie des letzten Epicykel, wenn man in den Gleichungen (a) annimmt: 

'^ = 'jB=s:'C=0, 
wo dann die Projectioiien dieser Geraden auf die Ebenen der xz und xy sind: 
i , 38 



ife- 
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jSucht man aber die Lage des Planeten gegen die der Erde, und sind i, v, C* die 
Goordinaten des Planeten, wenn man den Ursprung der Coordinaten in den Mit- 
telpunct der Erde verlegt, so hat man: 

1 = ^? — X, 

Werden in diesen Gleichungen die Werthe fiir jt, y, z, und X, Y ^ Z^ aus 
den obigen Qleichungen^ substituirt, sSO erhalt man : 

{ = r cos li — Ä COS {Jü — Ar), 

V SSI r sin i/ cos n — R sin ( ?/— h), 

C := r sin 1/ sin n. 
Es ist aber 9 wie bekannt , die Gleichung der Ellipse: 

1 — e COS yu — hy 
wo y* der halbe Parameter, e die Excentridtät-, und h das Argument der Breite 
des Apheliums bedeuten, und eben so; 

^~i— jE;cos(f7— /ry 

wo hier die grofsen Buchstaben dasselbe bedeuten fiir die Erdbahn, was die 
kleinen Buchstaben für die Planetenbahn ausgedrückt haben. 

Man hat also, wenn man in die letzten drei Gleichungen die Werthe för 
r und jR einfuhrt : 

ycos u JFcos (t7— Ar) 

* "" 1 — <? cos (u — A) 1 — JE cos {U'-H)' 

— ysin u cos n F sm (U^-^ k) i ^ . 

^ — 1 _ 15 cos (u — A) ^ 1 — JE cos ( t/ — ^' ' ^'^ 
/"sin u sin n 
1 — e COS (u — A) 

Diese Gleichungen drücken fiir jeden Stand der Erde in ihrer Bahn^ und des 
Planeten in seiner Bahn, die Coordinaten des letzteren in Bezug auf die erstere aus. 
Da also die Coordinaten eines jeden Ortes des Planeten in seiner geocentri- 
sdien Bewegung von zwei Variablen abhangen, so erhalt man, durch Eh'mination 
der Grofsen u und U, aus der Gleichung (11), eine einzige Gleichung zwischen 
den drei veranderUchen Coordinaten eines Punctes ; und eine Gleichung zwischen 
I, V, Z, oder den Coordinaten eines Punctes^ gebort im Allgemeinen irgend 
einer krummen Oberfläche zu. 



Rabe, über Epieykeln. 301 

Wir folgern also hieraus, dafs alle geocentrischen Orte des Planeten sich 
auf irgend einer krummen Oberfläche befinden. Wollte man also, als 
Hypothese» blofs die Gleichungen (I) aus 4^ statt jener (11) zur Bestimmung 
der geocentrischen Orte der Planeten gebrauchen» d. h.» wollte' man eine epi- 
cyklische Bewegung der Wirklich Statt findenden , von der Erde aus gesehenen 
Bewegung des Planeten substituiren , so zeigen die vorhergehenden Betrachtun- 
gen, dafs eine solche Annahme unmöglich bestehen konnte. 

Die scheinbare Bewegung der Sonne aber- liefse sich allenfalls durch ein« 
epicyklische Bewegung ersetzen, denn geocentrisch bewegt sich die Sonne in 
einer Ellipse, und die Gleichung (a) aus 6 zeigt, dafs, unter der dort angeführ- 
ten Bedingung, eine epicyklische Bewegung eine Ellipse, hervorbringen kann. 

Diese Gleichung (a) aus 6 ist aber unter der Bedingnifs gefunden worden, 
wenn die Epieykeln in verschiedenen Ebenen liegen. Die Annahme der Alten 
aber, wie bereits erwähnt wurde, war, dafs alle Epicj'kel sich in einer und der- 
selben Ebene befinden, und diese Annahme giebt, wie es aus Gleichung {ß) in 5 
erhellt, einen Kreis; es konnte mithin die Hypothese der Alten nicht einmal dazd 
gebraucht werden , um sich die scheinbare Bewegung der Sonne zu erklären. 



27. ' 

Ueber GauTs neue Methode, die Werlhe der Integrale 

naherungsweise zu finden. 

• (VoQ Herrn Prot Dr. C. G. J. JacobL) 



1. 

In den Principiis von ]N[ewton liest man eine Methode , wie man durch eine 
Anzahl gegebener Puncte eine parabolische Curve legen könne. Diese Aufgabe 
erscheint analytisch als Interpolationsproblem, aus mehreren Gliedern einer 
Reihe das allgemeine zu finden. Es ist der bekanntere Fall, wenn die Intervallen 
der Ordinalen der gegebenen Puncte gleich grofs sind, oder analytisch ausge- 
drückt, wenn die Werthe des reihenden Elements, für welche auch die Werthe 
der entsprechenden Glieder der Reihe gegeben sind , eine arithmetische Progres- 
sion bilden. Aber der elegante, mit Unrecht weniger gekannte, Algorithmus, den 
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l^ewton giebt, erstreckt sich schon auf den allgemeineren Fall, wenn jene Inter- 
vallen der Ordinaten der gegebenen Puncte, oder jene Werthe des reihenden 
Elements irgend beliebige sind. Newton hat hiervon eine Anwendung auf die 
Quadraturen gemacht Durch mehrere. Puncte der zu quadrnrenden Curve, för 
welche die Ordinaten berechnet worden sind, legt er die parabolische Curve» und 
deren Quadratur zwischen denselben Grenzen, zwischen denen die gegebene 
Curve quadrirt werden sollte , giebt einen Näherungswerth. 

Newton hat von jenem Interpolationsproblem und seiner Anwendung auf 
die Quadraturen femer in einem Tractatchen gehandelt, welches Methodus Dif- 
ferentiaUs betitelt ist, und zuerst der Amsterdamer *) Ausgabe seiner Principia^ 
V. J. 1723, nebst anderen Abhandlungen angehängt gefunden wird. Hier rathet 
er unter andern, zum Behuf der leichteren Berechnung der Integrale, för jede 
Zahl der berechneten Ordinaten, deren Intervalle er gleich grofs annimmt, Tafeln 
anzufertigen, von denen er auch selbst einen Anfang giebt, welchen hernach 
Roger Cotes in seiner harmonia mensurarum fortgesetzt hat 

Aber Gaufs hat in den Göttinger Commentarien gezeigt, dafs man durch 
schickliche Wahl der Abscissen, för welche? die Ordinaten berechnet werden, 
den Grad der Näherung auf das Doppelte treiben kann ; und da solche Bestim-^ 
mung unabhängig von der Natur der zu qUadrirenden Curve geschieht, so ist 
es möglich, auch nach der so vervollkommneten Methode Tafeln zu verfertigen, 
von denen auch Gaufs eine Probe gegeben hat. Gaufs gelangt zu seinen 
Resultaten auf dem Wege einer schwierigen Induction, die durch die sogenannte 
Kästnersche Methode, wenn etwas för die Zahl n gilt, es auch för die Zahl 
n + 1 zu erweisen , zur Allgemeinheit erhoben werden kann. Es ist also noch 
ein directer Beweis zu wünschen. Die grofse Einfachheit und Eleganz der 
Gaufsischen Resultate, läfst einen einfachen Weg vermuthen. Auf einem sol- 
chen einfachen und directen Wege zu jenen Resultaten zu gelangen , mit denen 
Gaufs die Wissenschaft bereichert hat , ist der Zweck dieser Abhandlung. 

2. 

Es sey das Integral fydx zwischen den Grenzen o: = und o? s= 1 zu 
nehmen. Andere Grenzen werden leicht auf diese zuriickgeföhrt Es seyen 



*) Von dieser Ausgabe ist die^ariosität zu erzählen, dafs sie auf Kosten des berUbm- 
len Philologen Richard Benihy^ veranstaltet worden Ist, der in seinen englischen und latei- 
nischen Predigten oft die Principia seines geninen Frenndes Newton anpries^ als ein Bollwerk 
gegen die Irreligiosität, nnd eine Offenbaning der Gröfse Gottes. 
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ferner die Wcrthe von ar, fiir welche y bekannt ist, a', a% (*'", , a^*^, so 

dals» wenn man y^==^f(p^) setzt, die entsprechenden Werthe von y werden: 

/(aO,/(a'0,/(a"Of t /(«^O- Man hilde das Product (o: — aO (a: — a") 

{x -— a'") (d? — a*"^, und nenne es 9(0:), so hat man« wenn y =:y(a:) 

dße ganze rationale Function vom (/s **^ i)^ Grade ist, durch ZerfäUung in 
Partialbriiche : 

9» (ar) 9'(»0(*-«0 yVOC*-«") y(a''0(ar-a"O y'Ca'-OCar-a'-O' 

WO wir mit 9>'(a5*0 ^c"* Werlh von y'^r) = ~r~> fiir o: = a^\ bezeichnen. 

Vermittelst dieser Formel findet man, durch Multiplication mit 90?, sogleich y 

aus den spedellen Werthen fiir o? = a', a? = a", a: = a''', o? = a^'*^ 

Uebersteigt aber^ den (n — 1)'** Grad, so gidbt der Ausdruck zur rechten Seile 
des Gleichheitszeichens, welchen wir G nennen wollen , nur den ächten Bruch, 

der in dem unächten'^-y-T steckt; so dafs, wenny(a:) z. B. vom (/!+/>)'* Grade 

ist, und many(j;) = l7-lr/^.g)(ir) hat, wo 27 höchstens vom (n— 1)*^, ^ vom 

»*•• Grade ist, G = -7^, •^-<=-^+;^csG+^. Entwickelt man 6 und 
'^ SPvv Vv^) 9\^) ' 

den Bruch ^^4r4- nach den absteigenden Potenzen von o?, so enthSüt G = ■ . v 
die negativen^ F" die positiven Potenzen von or, die sich in der Entwickelung 
von ^S { befinden. Setzt man daher /(or) s: 
ö + a'o: + a^'o:* + .... + d^'^a^ -I- fl<"+*>a;<«**> + ...• + a^»>^« + u. s. w.. 



K * 



und 



»♦• 



• ••■•• 



«•' 



9 (x) ac^ a?"*' 
so findet man i^ ^ 



,(«•-«) 



'/,-»-« 



(^'«» 



W-J«-! 



^V 



* • • * 



u. s. w* 



3. 



N.ewton^s Kaherungsmethode bestdit darin: statt ^ issf{x) die Function 
"fJissiG .^ {x) zu substituiren. Der Fehler oder die Differenz der Int^rale der 
gegebenen und substituirten Function wird dann A => 

Es wird jetzt die Aufgabe gestellt, die Grofsen a\ a^', of^\ , a^'^^. 
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SO ZU bestimmen, dafs der Fehler A möglichst gering, oder die Näherung mög* 
liehst genau werde. In den Fällen, wo die Naherungsmcthode mit Gluck ange- 
wendet werden soll ; müssen die G>eiBcienten der fiir y gesetzten Reihe rasch 
abnehmen. Je mehr dahw Ton den erstea GiefBdenten dieser Reihe , we](che 
die hauptsächlichsten sind, in dem Ausdrudi för den Fehler A verschwinden, 
desto kleiner wird er im Allgemeinen, und desto g^fser die Näherung. Da nun 

schon , was auch die Grofsen, a\ a", a^'^, , a^"* waren , im Ausdrucke 

für A =57*9(4?} . Vdü^, wie aus dem für y gefundenen Ausdrucke erhellt, die 

Cocfiicienten 0, a\ af\ , fl^'*-'^ nicht mehr vorkommen, so wollen wir, 

vermittelst schicklicher Bestimmung jener Grofsen, audi noch die mit o^**^, a^^^^ 
..... ., d^'^^^t behafteten Glieder verschwinden machen, wodurch ein doppel- 
ter Grad der Näherung erreicht wird. Es wird dieses immer möglich seyn, da 
die Zahl der willkürlichen GrSfsen und der zu erfüllenden Bedingungen dieselbe 
ist. Man sieht sogleich ^us dem fär V^ gefundenen Ausdrud^, dafs hierzu eine 
solche Bestimmung von 9(0?) erfordert wird, dafs die Integrale: 

fff{x)dxt /xtp{x)dx^ /x*^(x)dx, , /a;""*9(a?) Jj?, 

zwischen den Grenzen xszQ und xss i^ zwischen denen das^ Integral Jydx 
genommen werden soll, verschwinden. Diese Bestimmung ist jetzt die Aufgabe. 

4. 
Esläfst sich durch eine bekannte Reductionsformel das Integral ya7*9(x)r£r 
auf die vielfachen Integrale von 9 (o:) zurückführen. Man hat nemlich allgemein : 

fuvdx ^snujvdx — fdu/pdx^ 

Jdufvdx ^sidupQdx ^^ fiCupvdx^ 
f^up9dx ^iJ^ufvdx -^/(Tuf^dx. 



JdTuJ^Qdx = d^uj^^^i^dx — fd^^'uf^^'vdx, 

wo man jede Formel aus der vorhergehenden erhält, indem man -r— statt ü, und 

fvdx statt p setzt. Hieraus folgt sogleich: 

fuvdx = ufvdx — dup^dx -I- d^uppdx — (— (yt^^Hp^^i^dx 

Setzt man u^=^ x^^ i' = 9(^) , so erhält man hieraus: 
/artp(x)dx:=:ia^/tp{x)dx^ma^-ptp(x)dx\+m(m'^i)a^^ 

— (—1)- m(m ~ 1) (to -- 5!) l/»+*9(^) Ja-"*'. 

Giebt man dem m nach einander die Werthe 0, 1, 2, 3, ^ n-^ i, $0 

^"^ man: . ' 

fq>(x)dx 
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fxtf{x)da:^=^apfy{x)dx^^J*€p(x)dx*t 

fx*Kf{x)dx Ä x*fy(x)dx — ^xj^fp{x)dx^ -I- 2p^(x)dx^, 



/ar*^x) dx=:zar'fy {x) dx--{nr^i) oT^f^ {x)dx^Mp-i ){f^2)ar^fff (x)dx' 

— (— l)"-*(7i— l)(ii — 2) lj^tp(x)dx^. 

Diese Foimeln «ind bekannt. Man sieht aus ihnen , dafs wenn /q>{x)dx 
/x(p(x)dXf /x*fp(x)dx, .•'.•. .,/ar'"*g)(j?) Ja:, zwischen gewissen Grenzen 
Verschwinden sollen, zwischen denselben Grenzen anch f^ip^dx^ J^qi(x)dx^^ 

P (p(x)dx^ f J^^{^)dx^ verschwinden müssen, und umgekelut, 

6. 

Unsere Aufgabe ist^also jetzt darauf zurückgeführt, die Function ^{x) so 

zu bestimmen, dafs ihr VT, 2***, 3***, , fi*^ Integral, zwisch^ den Grenzen 

rr SS und j; =s 1 , verschwinden ; d« h. , wenn man die aufeinanderfolgenden 
Integrale bis zum n^ so bestimmt, dafs sie för xp s= verschwinden, so sollen 
sie auch für o? = 1 veYschwinden. 

Man 9eVAe/*fp(x)dx* = n(a;), die aufeinander folgenden Integrale so be- 
stimmt, dafs jedes för x ^ss verschwindet, so kann man jetzt die Aufgabe 
so ausdrücken, eine Function n(x) zu finden, die für x^=iO und för orss 1, 

zugleich mit ihrem 1% 2'*\ 3'-, (/i — I^ Differentiale verschwindet. 

Dieses erheischt, dafs die Function n(x) die Factoren a^ und (or— 1)* habe, 
und umgekehrt, jede Function, die den Factor x^(x — 1)* hat, erfüllt die ver- 
langten Bedingimgen. Es mufs daher gesetzt werden n(x) = x^(x — i^M. 

Da nun ^{x) = (a? — aO (o:—- a") (o? — a'") (a:— a^"*), also eine ganze 

rationale Function von der n^ Ordnung ist, so ist n(^) ^=^J^tp{x)dx^ eine ganze 
rationale Function von der 2n^ Ordnung, woraus folgt, dafs il/fur unsem Fall 

eine Constante ist. Auf diese Weise erhält man y {x) = ■ v« - ^ ' =: 

. ül ^-. ^ »«(n-l)' . _ n«(n~l)'(i,^2)' , 

^ 2» '*'l.2.2i»(2»»— 1) 1.2.3.2n(2»— l)(2i»— 2) 

-t. /«. ^^- n{n^i){n-2)......i 

"^ ^ ^ 2i»(2i»— l)(2i» — 2) (»+0' 

^«^ ^= 2n(2«~l)(2!»~2).(m+l) «'*^*^* ^°'^*^" "** 

Die Wurzeln der Gleichung 9(0?) = 0, fiir g)(^) den eben gefundenen 
Ausdruck gesetzt, geben dann die Grofsen a\ af\ a'", .,...., a^"\ so bestimmt, 
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dafs der Grad der Näherung der möglichst grofste sei. Da aus der Lehre von 
den Gleichungen bekannt ist, dafs wenn die Wurzeln einer Gleichung n {x) = 

alle reel sind , auch alle Wurzeln einer Gleichung — .» ^ = reel sind , und 

zwischen den Wurzeln jener Gleichung liegen, so folgt hieraus, da die Wurzehi 
der Gleichung n(a;) = 0, oder der Gleichung a?"^(.r — 1)" = alle reel sind, 
und zwar /» von ihnen =^ 0, die anderen =s 1, dafs auch die Wurzeln der 

Gleichung '9(07) = 0, oder die Grofsen a', a", a'", , a^"^ alle reel sind, 

und zwischen und 1. liegen; wie es auch Gaufs in den berechneten Beispielen 
gefunden hat. — 

6. 

In unserer, (§4) gefundenen Formel: 
Juvd(jc ^ ufi^dx — dufvdx + d'uf^dx — ...... (—l)~rf"ii/"'*'VJÄr 

_(-. l)»'+7rf»+«a/-+V£/^, 
setze man m = n — 1, 1/;=:/^, v ^s^ipx, so erhält man, da die n ersten Inte* 
grale von c' = 9 o? zwischen den Grenzen ar = und o: =5 1 verschwinden, und 

welches Integral zwischen den Grenzen ^ = und o? = 1 zu nehmen ist 

Mau setze femer in der angeführten Formel u =s /■+*, und es venchwinde 

. is. 7 .1 , du (tu fPu d^u ^. , 

<rurar = /.»owdaucha,^. -^-,, ^ _., für ^ == /, ver- 

» 

schwinden. Es seyen femer die Integrale /pdfor, /* cda:*, p p Ja?', . . . .,y^* pdaf^^^ 
so genommen, dals sie insgesammt fiir o? = verschwinden; so verschwinden 

uf^dx, dupvdx^ ^uf\dx , d^uj^^'odx. zwischen den Grenzefa 

a: = und o: = iL Man erhält demnach, zwischen den Grenzen o? = und o: = /, 

fuQdx =/r+* prfo? == (— l)-+7rf»**r+'/-+*<^ Ja:. 

Setzt man jetzt /=1— o?, /=!, msn— 1, P = a:'* -y— , so erhält man, 

zwischen den Grenzen o: = und o; = 1 : 

d^V it^V 
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Man erhält auf diese Weise : 

^ 2n(27i-l) {n+iy ^ ^ ^ ^^' 

wo die auf einander folgenden Integrale so zu nehmen sind, dafs sie für o? ss 
verschwinden» und» nach beendigter Int^ration, or = 1 zu setzen ist Unter die« 
ser Form ist der Fehler A am leichtesten zu berechnen. 

7. 

Vermöge des (§2) findet man - y = 

. a<*">ii(i»-l)(i»-2).-....l-^ 

+a'*"+"((« + 1)« (n-l) 2^* +« (ii-l)(«-2)....l^') 

+o'**''((j» + 2) (« + 1) « 3^*«+(«+l) « («i-l)....2^'jr +«("-l)(«-2)....l^") 

-f a<***'»((«+3) («+2)(«+l)....4-rf'jr»+(«+2) (ii+l)ii....3^'*«+(i|+l)ii(ii- 1)....2^''* 

•(•«i(ii-l)(«-2) ly/') 

o. s. w. 
Hieraus ergiebt sich £^ s= 

,<W (»*+1)'(»»t2)' ^^ C«»+1)' ^.^.A 
, • Vl.2.(2«+2)(2«+3)^+ 211 + 2 " ^"^ r 

u. s. w. 

Diese ersten Glieder des Fehlers ^ Können zur Correctur dienen. Die Grolsen 
A\ A", A"\ A'* u. s. w. bilden eine wiederkehrende Reihe,' da sie aus der 

Entwickdune des RNkIis — r-r = 

o tf{x) 

^ 1 

- «' n-« n'(n-\y j ., ii'(«-l)'(w-2)' n., n ii(ii-l)(ii-3)....l 

2ii 'l.2.2ii(2»i-l) ~1.2.3.2«»(2»-lX2«-2) "^ ' 2«(2i»-lX2»-3)....(»+l) 

entstanden sind , welche wir ( § 2 ) ;>^ 



A' A" A"' _^ A^ . 



gesetzt hatten. Siie werden durch die Gleichungen gefunden: 

39* 



*t; 
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1.2.3.2a*(2/»— 1)(2»— 2) 1.2.2n(i2» ~ 1) 2n 

u. s. w. 

Diese Resultate stimmen genau mit den von Gauls gefundenen überein. — > 



28. 

Die tinbestunint scheinenden Werthe einiger Functionen 

zu finden. 

(Von Herrn Lmiis OUifier.') 



VV enn p und q beliebige Functionen von x sind, und es ist: 

P 

^ist der Werth von z^ welcher» wenn p und q fiir irgend einen Wcrth von 
d? beide zugleich verschwinden ^ unbestimmt zu scyn ^eint , bekanntlich gleich 

-T^y sofern die DifTerentiale nicht unendlich, und nicht etwa ebenfalls Null sind. 

Man kann den Fall , wenn p und q für irgend einen Werth von x beide 
zugleich unendlich sind, in welchem Falle der Werth von £ ebenfalls unbe- 

stimmt zu seyn schein^ auf den vorigen brin(;en. Es ist nemlich ^ = - : -, und 

in diesem Bruche sind - und - beide zugleich Null, wenn p und q beide zu - 

V P 

gleich unendlich sinA Der Werth von z ist also ä d ^-) : d CA = — UZ ; 
(— -^j =^ o*d ^^ ^^^^^* ^* "* ^ = * r ^ ^^"" ^ ^*"^ "^ hdde zugleich, 
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(ur irgend eineD Werth von x unendlich sind. Daraus folgt; 

q dq 
Also ist z SS ^ für p und ^ =5 09. 

Sind etwa in dem Bruch ^^ Zahler und Nenner wieder beide zugleich 

unendlich» so kann man mit dem Bruch ^ von Neuem so verfahren, wie 

vorhin mitK 

Es sey z. B. ^ CS log x^ q ^ss, x^ so sind p und q beide unendlich, fqr 

^ 1 • . JoR ^ ^ • loff ar 1 1 ^ -s. 

a; as 00 . also ist --« — =s r^i — a= -=:--- =s 0, für a? = X. 

a? cia? ar oc 

Es sey p :sz c^^ q ss^ Xp so sind p und ^ ebenfalls beide unendlich für 

jp =1 oo , insofern ö > 1 ist. Also ist — .= — j— ^ = o" log a = a^ log a =s x, 
fiiir d7 s= QC. 

Von der Function 

X = p\ 

deren Werth ebenfalls unbestimmt zu seyn scheint, wenn pss » und 9=sO, oder 

wenn ^ = 0, ^ = x» oder Wenn /> = 1 und ^ss x ist, lumn man den Werth 

im unbestimmt scheinenden Falle mit Hülfe desjenigen eines Bruches finden. Es 

1 ' 

ist nemlich log x =5 9 log /i ss log /? : - , also 

9 

(lof /») : - 

-) = — , also, dem Obigen 
zufolge, sein Werth =s — — ^ ; —2 -- — ~j " ^9 folglich : 

z = « '^ . 

-) =2 — - — = — 00 , also 

«==«■"= 0. 
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Ist /> = 1, 7 = 00, $0 ist der Birudi Qogp) : y^ = -, also seih Wcrth = 

dp 1 7*'^P j • v* 

— — «- : T =3 — ' ' j' 9 und wie Tortiin: 

Es sey z. B.;^ »o?, ^ = -, so ist/> =soo, yss 0, (ur j;soo, also vcr- 

•1/ 



+ if 



* * * * ^ 

möge des ersten Falles, z^s^e ss^ss^.ss^^asl. Also ist: 

or' SS 1, förxss 00. 
Es sey/^sslogor, ^ = -» so ist/issoo> g^=^0, för arsssoo, abo wie- 
denim vermöge des ersten Falles : 

Also ist 

(log o?)* SS 1 , för jr SS 00 • 
Es sey ;>s=—, y=sa?, so istps: 0, ^ssoOiförarssoO. Also ist, 
rermoge des zweiten Falles, 

f-J SS 0, för ar SS 00^ 

Essey/9s:l+-, ^ss nXf so istpssl, ^ssqo, iur xss^. Also 
ist, vermöge des dritten Falles, 

zsze "^ ^ *^ zsi e ^ SS e . 

Also ist 

(l + -)" =s «?"• für or s= 00 . 



* ' 
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29. 
Untersuchimgen über die Reihe: 

m .. '^»j_^j--0 t . m .(jn — 1) > (m — 2) s _. 

1 1 • J 1 • J • O ^ 

(Von Herrn N. H. Abel^ 



i. 

Untersucht man das Raisonnement, dessen man sich gewöhnlich bedient, wo 
es sich um unendliche Reihen handelt, genauer, so wird man finden, dafs es im 
Gaifeen wenig befriedigend, und dafs also die Zahl derjenigen Sätze von unend- 
lichen Reihen, die als streng begründet angesehen werden können, nur sehr 
geringe ist Man wendet gewohnlich die Operationen der Analysis auf die 
unendlichen Reihen eben so an, als wären die Reihen endlich. Dieses scheint 
mir x)hne be^nderen Beweis nicht erlaubt Sind z. B. zWei Reihen mit einander 
zu multipliciren, so setzt man 

("o + M. + w, + w, + u. s. w.) (f>^ + ^ + i', + r, + u. s. w.) 

Diese Gleichung ist yoUkommen richtig, wenn die beiden Reihen 



u^ + u +^ und p -4* p 



endlich sind. Sind sie aber unendlich, so müssen sie ersdich nothwendig con* 
Yergiren, weil eine divergirende Reihe keine Summe hat, und dann mufs auch 
die Reihe im zweiten Gliede ebenfaUs convergiren. Nur mit dieser Eiuschran- 
kung ist der obige Ausdrude richtig. Irre ich nicht, so ist diese Einschränkung 
bis jetzt nicht berücksichtigt worden. Es soll / in gegenwärtigem Aufsatze 
geschehen. Eben so sind eine Menge ähnlicher Operationen zu rechtfertigen 
nöthig, z. B. das gewöhliche Verfahren, eine Grofse durch eine unendliche Reihe 
zu dividiren, eine unendliche Reihe zu einer Potenz zu erheben, den Logarithmus, 
den Sinus, G>sinus davon zu nehmen, u. s. w* 

Ein anderes Verfahren, welches man häufig in der Analysis antrifft, und 
welches nur zu oft auf Widersprüche föhrt, ist das : divergirende Reihen zur 
Berechnung numerischer Werthe von Reihen zu gebrauchen. Eine divergirende 
Reihe kann nie einer bestimmten Grofse gleich sein: sie ist Mos ein Ausdruck, 
mit gewissen Eigenschaften, die sich auf die Operationen beziehen, denen die 



SIS Ah€l, ünisrsmehiingen üUr di0 BMe i 4. S, 4, £.l£^ ,t , 

Reihe unterworfen ist. Die divergirenden Reihen können zuweilen mit Nutzen 
als Symbole dienen, diese oder jene Sätze kürzer auszudrücken ; aber man darf 
sie nie {n die Stelle bestimmter Grolsen s^zen. Thut man es» so kann man 
beweisen» was man will : Unmochliches sowohl als MogKehes. 

Eine der merkwürdigsten Reihen der algebraischen Analysis ist folgende : 

^^l ^"^^ 1 . 2 1.2 • 3 ^ l . 2 n 

u. s. w. 
Ist m eine ganze» positive Zahl» so lä(st sich die Summe dieser Reih^ 
welche in diesem Falle endlich ist» bekanntlich durch (1 + a)^ ausdrucken. Ist 
fn keine ganze Zahl» so geht die Reihe ins Unendliche fort» und sie wird con« 
vergiren oder divergiren^ je nachdem die^ Grofsen m und a^ diese oder fene 
Werthe haben. In diesem Falle setzt man nun ebenfalls die Gleichung 

m ^ m . (m^^ i) ^ 



(1 + j;)- =s 14- y . 0? + -j— ^ 



. a? -f- u. s. w. 



2 
aber dann drückt die Gleichheit weiter nichts aus» als dafs die beiden Ausdrücke 

gewisse Eigenschaften gemein haben» von welchen» iiir gewisse Werthe von m 
und Xf die itumerische Gleichheit der Ausdrücke abhangt. Man nimmt an^ 
dafs die numerische Gleichheit immer Statt finden werde» wenn die Reihe con^ 
vergent ist; dies ist aber bis jetzt noch nicht bewiesen worden. Es «ind selbst 
nicht alle Falle untersucht worden» wo die Reihe convergent ist Selbst wenn 
man die Existenz der obigen Gleichung voraussetzte» müfste dennoch der 
Worth von (1 + ^)'* gesucht werden; denn dor Ausdruck hat im Allgemeinen 
unendlich viele verschiedene Werthe» während die Reihe 1 -f* ma? •+• u. s. v* 
nur einen einzigen hat 

Der Zweck dieser Abhandlung ist» die Ausfüllung einer Lücke zu versuchen» 
und zwar durch die vollständige Auflösung folgenden Problems : 

»»Die Summe der Reihe 

^ . m ^ m (m — 1) , ^ m (m — 1) (m -^ 2) , 

»»für alle diejenigen reellen oder imaginairen Werthe von a: und m zu finden» 
»»für welche die Reihe convergirt** 

n. 

Wir wollen zuerst einige nothwendige Sätze über die Reihen aufstellen. 

Die 
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Die vortrefTIiche Schrift von Couehy mCouts äanalyse deTicolep6fyiechniqut\ 
welche Ton jedem Analysten gelesen werden sollte, der die Strenge bei mathe- 
matischen Untersuchungen liebt, wird uns dabei zum Leitfaden dienen« 

Erklärung. Eine beliebige Reihe 

•'j, + p, + f', + + ^m u. s. w. 

soll convergent heifsen » wenn, fiir stets wachsende Werthe von m, die Summe 

r^ -f* p^ -f* *^ ^» *i<^h immerfort einer gewissen Gnlnze nähert. Diese 

(jrenze soll Summe der Reihe heifsen. Im entgegengesetzten Falle soll die 
Reihe divergent heifsen, und hat alsdann keine Summe. Aus dieser Erklärung folgt, 
dafs, wenn eine Reihe convergiren soll, es nothwendig und hinreichend sein wird, 

dafs, fiir stets wachsende Werthe von m, die Summe 9 -f-r .^-f- -f-i^ ^ 

sich Null immerfort nähert, welchen Werth auch n haben mag« 

In irgend einer beliebigen Reihe wird also das allgemeine Glied f'» sich Null 
stets nahem *). 

Lehrsatz L Wenn man durch q^, q^, q^ eine Reihe positiver 

Grofsen bezeichnet, «nd der Quotient ■ *"*'* fiir stets wachsende Werthe von m, 

einer Grenze a sich nähert, die grofseristals l:so wird die Reihe 

^0 9o + ^1 9i + ^ 9« + + €„(?« + , 

worin Ci» eine Grofse ist, die fiir stets wachsende Werthe von m, sich Null 
nicht nähert, nothwendig divergiren. 

Lehrsatz IL Wenn in einer Reihe von positiven Grofsen, wie q^ + q^ 
-t- Q *••••• -f* (^B> der Quotient -^^^, fiir stets wachsende Werthe von m, sich 

einer Grenze a inihert, welche kleiner ist als 1, %o wird die Reihe 

^oQo + ^?. + ^?. + •.-... + ^«(?«t 
worin e , £ , e^ u. s. w. Grofsen sind, die die Einheit nicht übersteigen^ 

nothwendig convergiren. 

In derThat kann man^ der Voraussetzung zufolge, m immer grofs genug 

annehmen, dafs q^^, < aQ^, 9^^^ < »Q.^,» ^^^^ < «9«+.-i >5t. Hieraus 

folgt (f^ . ^ -< et' • (f., und mithin 

*) Anmerkung. Der Kürze wegen soll in dieser Abhandlung unter i» eine Gröf^e 
▼ersUnden werden, die kleiner sein kann, als jede gegebene, noch so kleine Grofse. 

I. -iO 
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und folglich um so mehr 

Da aber Q„ . ^ < ^'^^n ^^^ a < 1; so ist klar, dafs sich (^^^ und folglich auch 
die Sunmie 

Null nähern wird. 

Folglich ist die obige Reihe convergent ' 

it 
Lehrsatz lll. Bezeichnet man durch r, / , t^ /^ ^ine Reihe Von 

beliebigen Grofsen, und die Grofse p^:=z t^ + i^ + /^ + "** ^m ' **^ 

stets kleiner als eine bestimmte Grufse 6^ so hat man 

WO f 9 £f » £jf positive , abnehmende Grofsen bezeichnen. 
In der Thal ist 

also 

oder auclt 

r = «^(c — f.)+/^(f — f .) + + P -(^ — ^ -)+P ^ • 

roVo i/*/|N| . 1^ rm — l^m m — K /mm 

Da aber f^ — £^, e^ — £^, positiv sind^ so ist die Grufse r oflenbar kleiner 

als cf . £^. 

Erklärung. Eine Function f{a^ soll stetige Function von j7, zwi- 
schen den Grenzen or = o, o; = Ä heifsen, wenn fiir einen beliebigen Werth 
von ir, zwischen diesen Grenzen, die Grofse y(^ ~ /^) **c^ ^^ stets abnehnienile 
Werthc von /?, der Grenzey(.r) nähert. 

Lehrsatz IV. Wenn die Reihe 

/(a) = ro + ^^-*"*'2^'' + + <'«a" + 

für einen gewissen Werth 6 von a convergirt, so wird sie auch für jeden klei- 
neren Werth von a convergiren, und von der Arlseyn, dafsy(ä — yS), ffir 
stets abnehmende Werthe von ß^ sich der Grenze y*(a) nähert, vorausgose/t, 
dafs a gleich oder kleiner ist als 6. 

Es sev 

Cm <^"* + •*io + 1 öt" ■*■ ' + u. s. w. ..... . = ih (a), 

so ist 



\ 
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iolglich, Vjeniiöge des Lehrsatzes (III.)» ^|^ (<*) < ( t ) . p > wenn ^ die gröfste der 

Grofsen f'.rf-, <\urf»+r„+,<r»+*, r„d~+c^„+,cJ-+*+^„+,(J'»+*u. s,w. bezeichnet 
Mithin kann man liir jeden Werth voira, der gleich oder kleiner ist, .als rf, m 
grofs genug annehmen , dafs 

a|>(a) =<r 
ist. Nun isty(a) = g)(a)+i|>(a), alsoyX^) — yX^'^^)=9(^)'^9(«'— /S)+a\ 
Da nun ^(a) eine ganze Function von a ist» so kann man ß klein genug an- 
nehmen, dafs 

9)(a) — y(a — ^) = w\ 

also ist auch auf gleiche Weise 

/(a)--/(a-^) = «,, 

wodurch der Lehrsatz bewiesen wird. 

Lehrsatz V. Es sei 

r^ + i'^ <f + r^ cf + u. s. w. 9. 

eine Reihe 9 in welcher r^, r^, r^ continuirliche Functionen einer und derselben 

veründerlichen Gröfse x sind, zwischen den Grenzen .t =5 a und x ^^ b^ so ist 

die Reihe 

/(^O = r^ + r, a -fr- c'^ a* + , 

wo a<ßy convergent und eine stetige Function von jr, zwischen denselben Grenzen. 

Es ist schon bewiesen, dafs die Reihe yi(a:) convergirt. Dafs die Function 
f{x) stetig ist, läfst sich, wie folgt, beweisen. 

F-s sei 

r«a- + r«+. a-+' + = i[»(arX 

so ist 

/(a:) = 9)(x) + 4»(a-). 

Da aber 

$0 hat man, Mcnn man durch ${x) die grufste unter den Grofscn ratf", Vm^^ ^ 
+ ^m+i^*S <'m<^"*+ ''iö+i<J"*'*"' + <^m+i<J""*'' «• «• w. bezeichuct, vermöge des 
Lehrsatzes (111.)- 

40* 
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Hieraus folgt, dafs man m grofs genug nehmen kann, dafs i|;(a*) = tv, und 
also ebenso 

wo w kleiner ist , als jede angebbare Grofse. 
Es ist eben so 

/(x-/3)=:g)(ar-i8) + cr. 
also 

Dem Ausdruck von 9(^) zufolge ist aber klar, dafs man ß klein genug annehmen 

kann, dafs 

g)(jr) — tp{x — ß) = (», und 

also ebenso 

Also ist die Funktion /(or) stetig *). 

Lehrsatz VI. Bezeichnet man durch q^, 9«» 9< u* s. w., 9J. q], q| u, s. w. 
die Zahlenwerthe der resp. Glieder zweier convergenten Reihen 

r° -f- p^ + p^ -•- =s /> und 

so sind die Reihen 

9o ••• ?i ••• ?. + «"^ 

^0 -*- 9. ••- 9, + • • • • • 
ebenfalls noch convergent , und auch die Reihe 

deren allgemeines Glied 
und deren Summe 

^ Aom erkling. In der oben angefahrten Schrift des Herra Cwschf (Seite 131) findet 
man folgenden Lehrsatz: 

II Wenn die yerschiedenen Glieder der Reihe 

iIq -+ II, + II, + M, 4- . • . • . • n, 1. w. 
„Functionen einer und derselben Teränderiichen GrÖfse sind, und ewar stetif^ Functionen, 
^in Beziehung auf diese Veränderliche, in der Nähe eines besonderen Werthet, Air welchen 
i,die Reihe couTergirt, so ii^t auch die Summe s der Retbci in der Nähe jenes besonderen 
„Werthes, eine stetige Function von x.^ 

Es scheint mir aber, dafs dieser Lehrsatz Ausnahmen leidet So ist s. B« die Reihe 

sin ^ — }sin2^-|-}sin 3f — n.8.w. 

unstetig tut jeden Werth (2m-|~l)*^ ^^^ rc, wo m eine ganae Zahl Ist Bekanntlich grebt 
es eine Menge von Reihen mit ähnlichen EigcnschafUn. 



\ 
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11.3. 

(«'. + «'. + «'.+ )x(*'i + p; + pj+ ) 

ist, wird convergent seyn. 
Beweis. Setzt man 



so sieht man leidit, dafs 






Setzt man nun ,>^ 



.*■' 



9i + qI + 9i + = w\ 



so ist klar» dafs, ohne Rücksicht auf das Zeichen, 

Da aber die Reihen 

convergent sind, so werden sich die Gröfsen / und t* , für stets zunehmende 
Werthe von m, der Grenze Null nähern. Setzt man also, in der Gleichung (a), 
m unendlich grofs, so ist 
r^ + r^ + r, + r^ 4-u. s. w. = Q^^ + p, 4t^ + u. s. w.) («'J + •>* + c* + u. s. w.). 

Gesetzt, i^t /,, t^ u. s. w«, t^f /|, t[ u. s. w., seyen zwei Reihen positiver und 
negativer Grofsen, deren allgemeine Glieder sich der Null ohne Ende nähern, 
so folgt aus dem Lehrsatze ( IL ) t dafs die Reihen 

/^, -*- /, a + t^a* -»- u- s. W., ^i + ^1 « + t^a* u. s. w., 
worin a eine Grofse bezeichnet, die kleiner ist als 1, convergent sein müssen. 
Es verhält sich eben so, wenn man jedem Gliede seinen Zahlenwerth giebt, also 
ist zufolge des vorhergehenden J«chrsatzes: 
(/, + t,a^ /.a* + ) (/: 4- t\a^^ty + ) = j 

+ (t^ti + /„../; + /«../; + + ^o^-)»* + u. s. w. ) 

Nimmt man nun an , dafs die drei Reihen 

t^ + /,+/, + u. s.w., 

<^ + /J + t* + u. s. w. und 
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* * • • 

convergcnt sind, so findet man, yeimoge des Lehrsalxcs (IV.), wenn n>an in 
' der Gleichung {b) a der Einheit sich nahem läfst: 

('. + ',+'. + )(/; + /; + <:,+ ......) = 



m. 

Wir 'Wollen jetzt die gegebene Reihe 

m ^ m . (m — 1) . 

^-^7'^+ 1.2 -^ •*- 

uniersuchen. 

Bezeichnet man sie durch 9 (m), und setzt man, der Kurze wegen, 1 = m^, , 

m m . (m — 1) in' rn.Cm — l)....(m — /i+l) 

- = m,, j — ^ — 2 = '^«' """* allgemem 1 g ...... xc =^^^> 

so ist: 

1. g)(m) = m^ + m^x + m^o?' + m, o/* + u. s. w. 

Es kommt nun zunächst darauf an, die Wertlie von m und o? zu finden^ Ar 
welche die Reihe convergirt. 

Da die Grüfsen m und x im Allgemeinen auch imaginair se}ii können^ so %ey 

a? = a + Ä/— 1, m = Ä + ^* V"— 1, 
wo a^ b, k, k\ reelle Gröfsen sind. Substistuirt man diese Werthe in den 
Ausdruck ( 1 . ) > *^ nimmt derselbe folgende Form an : 

wo p und q Reihen sind, deren Glieder reelle Werthe haben. Man kann diese 
Reihen, wie folgt, finden: 
Es sey 

a + ) = a, - = cos cp, - =s sm <p, 

a a ^ 

so ist 

or = a (cos 9 + V^ — 1 . sih 9), 

wo a und 9 zwei reelle Grofsen sind, und a auTserdem positiv'ist. 
Setzt man eben so 

so findet man 
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Setzt man in dem Ausdruck : 

^^^ =rf;,(cosy^ + /^^.siny^ 

fjL nach und nach gleich 1, 2p 3, /i, so bekommt man fi Gleidiiungen, 

welche^ Glied um Glied mit einander multiplicirt, 

_ m (m ~ 1) . (m ~ 2) . . . . . . (m ~ /x + 1) _ 

^ ~ 1 . 2 . 3 /UL 

*.<y«<J» tf^Ccos(y^4-y, + ......'y^+/=^.sin(y,+y.+ y^)] 

geben werden. 

Hieraus folgt , wenn man mit 
oc^ =za^ (cos 9 + y" — 1 . sin y)**' =»= a** (cos /xy -f- V^ — 1 . sin /tifp) 
inultiplidrt : 

m^a^:=^a^ .6^ . d^^ rf^ 6^ .[cos (/itp + y^ +V^ + +y^) 

+ /_ 1 , sin (/xy + y, +y, + ..-.. .-l-y^)], 
oder auch, wenn man der Kürze wegen, 

'rf^ . rf , . rf, <^,j = V> 

/ag) + y^ + y, + y, + y^ = V «ctzf : 

m^ . 07^*^ = >;^ . a^ jcos #^ + /" — 1 . sin #^, j. 
Der Ausdruck (1.) geht dadurch in . 

g)(m) = 1 -f- X^a (cos #^ + /*— 1 . sin #^) + X^^a* (cos i^ + /" — .1 . sin ^^) 

+ + V^^ (cos #^ + / — 1 .sin $^) + , 

oder in 

ff{m) = 1 4- X/^ a . cbs §^ + X^a* . cos #^ + •...'.. + X^af • cos #^ + u. s w. 

+ V^ — 1 jX/,a . sin §^ + )w^a* • iun #^ -4- + X/^a'* . sin #^ + u. s. w.j , 

über-, also ist 

(y^= 1 +X/^a . cos #• 4->;^a* . cos #^ + + %^a^ . cos *^ + 

|y — \^ • ^"^ ^ "**^i<** • sin #^ + ...... + X/^a'* . sin ^^ + 

Kun behaupte ich, dafs diese lieihen divergiren oder convergiren, 
je nadidem a grofser oder kleiner als 1 ist. 

Aus dem Ausdruck für %^ folgt X^^^ =i rf^^^ . X,^, also X/^^, . a^+' = 
oiifl^^ . X/^«'*! und ^ 

^■f' ssacT • • • 



A 



X 
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Es ist aber 



*..K(l^)'*(jr^yy 



.'' 



also wird sich rf^, för stets wachsende Werthe von ^ der Grenze 1, und folglich 

V-n der Grenze a nähern. Mithin sind^ rermoge des Lehrsatzes (1.) und 

(n.)» '^^ vorhergehenden Paragraph» die Reihen y? und g divergent oder 
convergent, je nachdem a grofser oder kleiner ist, als die Einheit. Mit 
der gegebenen Reihe 9 (m) verhält es sich folglich eben so. 

Der Fall , wo a s 1 ist » kommt weiter unten vor. 

Wenn die Reihe 9(m), für jeden Werth von a convergirt» der kleiner 
ist als 1 : so wird ihre' Summe eine gewisse Function von m und x seyn. Man 
kann auf folgende Art eine Eigenschaft dieser Function aufstellen, welche dazu 
dienen kann, sie zu finden : 

Es ist 

cp(m) = m^ + m^a? + tn^a;^ + ...•.. + m^a/^ + u. s. w., 

cp (n) = n^, + n,a? + n^x* + -#- /i^o/* t** u. s. w., ^ 

WO n den Werth von m^, für m^s^n, bezeichnet. Hieraus ergiebt sich nach 
dem Lehr^tz VII : 

g)(m) . q>(n) = t^ + (t,t\ + tX) + ^o< + ^'I + '.O + u. s. w. 

-K^C + ^Ct + ^C-. + +Vi) + "-«-^- 

yfo t =^ m^a/^9 C ^^ ^M^» sobald die Reihe im zweiten Gliede convergent 

fMt f^ r^ r^ ^ 

ist. Substituirt man die Werthe von t^ und t*^, so erhält man 

Nun ist, vermöge einer den Grofsen m^ u. s. w. gemeinsamen Eigenschaft 

(m + n)^ = m^»^ 4* m^ />^., 4* m^n^^^ -»- -f- m^/i^, 

wo (m-f-f»)^ den Werth von m^ bezeichnet, wenn man darin m -f* /» statt m 
setzt. Mithin erhält man durch Substitution : 

9(m).9)(n) = (m+/»)^+(m+/>)^a?+(m-«-/i),a?'+..... -f-(m+7i)^a/*+u.s.w. 
Aber nach dem Vorhergehenden ist das zweite Glied dieser Gleichung eine con- 
vergente Reihe, und genau dasselbe wie 9(m -f- n). Also ist 

3 . g>.(m) . g)(/>) = (p(jn + n). 
Diese Gleichung drudit eine Grund -Eigenschaft der Function 9(m) aus. 

Wir 
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t 

Wir M'ollcn jetzt aus derselben den Ausdruck der Function in endlicher Form 
vermittelst Kiponential-Grofsen , logarilhniische und Kreis -Functionen, herleiten. 
Wie mau oben sah, ist ^(jn) von der Form p + (f y^— 1, wo /? und q stets 
reel, und Functionen der Gröfsen /r, k\ a und 9) sind , und isn = /r + /c* Y — 1, 
X = a{cos y + y^— 1 . sin cp) Ist. Man setze 

P + q V""^ 1 =^ r(cos s + ^— 1. sin j), 
so findet man 

O* + 7T = *•# ^ = cos ^, 2 — sin s, 
wo j* stets positiv und s eine reelle GroE^e ist. Man setze 

so ist 

3\ p + qyf— 1 = 9<^ + * V— —A^^^") (cosaf;<A-, k') + /=T. siii,x|?(Jt,^o)- 
Hieraus ergiebt sich, wenn man nach und nach / und t, und k^ l und k^ H- /' 
an die Stelle von Ar und /r* setzt: 

g) (ä + / + (Ä* -«- /•) /^TT) =/(* 4- /, Ä' + O • (cos -^(Ä + /,*'+ /*) 

+ /=7 . sin 'i|,(Ä -f. /, Ä' -»- r)\ 

Aber rermoge des Ausdnicks 9>(m) . ^ (n) =: fim + n) ist 

wenn man m = Ä «I- Ä* /--l , n = / -f- /' /"— i setzt Folglich erhält man 
durch Substitution: * 

/(* + /, Ä' -I- OJcojiJjCÄ ^l^k' + r) + V^^ . sin t^jCA -I- i; Ä:' + Ol 

=/(*, fc') ./Q, n jcos (ip(^, Ar') + '^a n) + V"=^ . sin(^(Ä. A') + t^(/, /•))! 

Diese Gl^chung giebt, wenn man die reellen Glieder von den imaginaii^en 
absondert: 

fik+l, k, +/.) X sini|j(Ar+/. Ar. +/,) =/(A, A,)./(4 /,).sin ^^(k, Ar.)+4.(/, /,)] 
Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, so erhält man: 

(/•(Ä + r, Ä' + ny = (/-(A, *•) ./(4 /•))*. 

und ittcraus: 
r. 41 
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Vermöge dieser Gleichung gehen die obigen in folgenjäc über: 

cos ap(^ + //Ar^- O — cosja|.(^/*.) + il^C/, /^)| , 
' ^ sina|,(A + /,^*+/*) = sin|ai.(*,A*)+af^(Ar)j. 
Diese Gleichungen geben 

5. a|;(* + /, k' + O = 2m^ + 'tpC^. r) + ^(i /^X 
wo m eine ganze , positive odcjr negative JSahl ist . 

Jetzt kommt es darauf an , aus den Gleichungen (4) und (6) die Functioneii 
y(Ar, Ar*) und i|^(Ä; Ar*) zu finden. 

Zuerst behaupte ich,, dafs sie stetige Functionen von h und /r\ zwischen 
beliebigen Grenzen dieser veränderlichen Grofsen, seyn werden. In der Th^t 
sind/? und q, nach dem Lehrsätze (V.X oflenbar stetige Functionen. Es ist aber 

folglich ist /(Ar, A*) eine stetige Funktion; eben so cos xf^CA:, k*) und sin xp(Ar, A*). 

Daher kann man voraussetzen, dafs es '^^(Ar, k^) ebenfalls ist.^ Wir wollen zuerst 

die Gleichung (5.) untersuchen. Da '^(/c^ k*) eine stetige Function ist, so mufs 

m für alle Werthe von /r, k\ /, t denselben Werth haben. Setzt man also nach 

und nach / = o , /r = o , so erhält man 

'if>(Jt, Ä* ^- /•) = 2 mTT + of^C^, r) -MJKo, rX 
^ (/, k' + t) :i= 2mir -4- 'i\y(p, k') ,+ ^(A /')• 

Eliminirt man zwischen diesen Gleichungen und der Gleichung (5.) die beidep 

Gröfsen 'i|^(Zr, Ar*) und a|;(/, /*), so findet man 

Öer Kürze wegen sey 

|a|,CA,^' + r) = #(Ar), 

|2m« -4- i|j(o, Ä*) + a|>(o, /•) =s a, 

so ist • • ' 

7. #(A-) + #(/) = a + #(* + /). 

Setzt man hierin nach und nach / = Ar, 2 A:- ^k, so erhäh man 

2#(Ar) = o + #(2Ar), 

»{k) + i(2k)^a-t'i{3h), 

i(k) + t(3fc) = a + i{Ak), 



Addirt man diese Gleichungen, so findet man ''m- 
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Hieraus folgt, wenn man /r = 1 setzt, 

oder auch, wenn man #(t) — a = c setzt, 

i 8. i(^) = c. 9 + Ä 

Diesen Werth hat also die Function # (Ar) , wenn Ar eine ganze Zahl ist. Aber 
die Function #(Ar) wird (lir al|e Wcrthe von k dieselbe Form haben , was sich 
leicht, wie folgt, beweisen läfst : 

Setzt man in der Gleichung (7.) k = — , Wo fi eine ganze Zahl ist, so ist 

9 . ^(— ) = (q — l)a + §(ji). Aber vennogc der Gleichung (8.) ist 

$ (ja) =s c . fi-h €1. 
Mithin findet man, wenn man substituirt und durdi (^ dividirt: 

Die Gleichung (8.) findet daher für alle positiven und rationalen Werthe 

von 9 Statt Gesetzt nun, / sey =: — Ar, so geht die Gleichung (7.) in 

l(Ar) + IC— Ar) ^ a -H(o) 

über. Hieraus folgt, wenn man k=s: o setzt: 

§(o) = ö, und folglich i(— Ar) ss 2a -» §(k). 

Ist aber Ar rational und positiv, so erhält man 

l(Ar) = c . Ar -f- ö, also I (— Ar) SS — cAr -f- fl. 

Die Gleichung 

9. i(Ar)ÄC.Ar + a 

findet also allgemein für alle rationalen Werthe von Ar, und folglich, ua^h dem 

Lehrsatze (V.), för alle reellen Werthe von Ar, Statt / 

Nun ist §(k) = a|^(Af, k' 4- f) und a =: 2mir.4-i|7(o, Ar*) + if>ro, /*); 

setzt man also c = l(^\ t), so erhält man 

10. i|>(*, jt* -4- r) = i(fc\ Z') . Ar + 2 m* + a|^(o, **) + ^|;(o, /*). 

Hieraus ergiebt sich, wenn man k^=^o setzt, 

'^{p, k' ^t)^ 2mit + ip(o, Ar*> + y\)(o, /*> 

Da diese Gleichung dieselbe Form hat , Wie die Gleichimg (7.) , so wird sie 

auf dieselbe Weise : 

gciitn , wo ß* eine von Ar* unabhängige Grofse ist. 
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Setzt man /' an die Stelle von k*, so erlialt man %^{ö, /') s= — 2 m« + /3'/^ 
Substituirt man diese Werthe von \|;(o,i*) und ij^Coi /') in dieGleichang(10.X 
so ergiebt sich 

^(k^ ^' + O = i(h\ ry.k^ ß\k' + O - 2mir- 

Hieraus sieht man» dafs I (k\ /') eine Function von Ar' -f* /* ist Bezeichnet man 
sie durch F(k^ + /*), so ist 

aj;(ik, *" -*- r) = i^(v + r>. )k ^ ^(y^e) - 2/»«, 

imd folglich, wenn man /* = o setzt, 

^(*, *') = FQ^) .k + ß'k^- 2mit. 
Erwägt man» dafs 

so giebt die obige Gleichung 

das heilst; 

Fik' -4- /•> = jFC*"), 
Setzt man also i' = o^ so ist F{f) = F(o) = /? =-F(i')- Der Werth von 
a|;(/r, A') geht also schliefslich in 

11. i\y(Jc, k') =: ß . k + ß\k' -^ 2mit 
über, wo ß und ß* zwei Constanten sind. Dieser Werth von %[; (Ar^ Ä*) wird in 
der That der Gleichung. (5.) in seiner ganzen Allgemeinheit Genüge leisten^ wie 
leicht zu sehen. 

Jetzt wollen wir die Gleichuiig 

untersuchen» Da/^k, Ar') immer eine pFOsitive Grofse ist, so kann man immer 
setzen ; 

wo F{ky Ar') eine redle, beständige Function von Ar und A?' bedeutet Substituirt 
, man, und nimmt die Logarithmen der beiden Glieder , so findet man 

Fik-^-lr ^* + O = F(k, k'y+F{i,r). 

Da diese Gleichung mit der Gleichung ( 5. ) übereinstimmt , wenn man F statt 
'k^t und statt m setzt, so giebt-sie, vermöge der Gleichung (11.): 

12, F(k, Jt')=tf.*-l-tf',^V 
wo d und d\ eben wie ß und ß\ zwei von Ar und Ar* unabhängige Grofsen sind. 
Die Functiony(Ar, i') geht also in 
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Über. Nachdem auf diese Weise die Funelioneii i|? (Ä^ A') und i|^' (Ar, /r*) 
gefunden worden , hat man» vermine der Gleichung (3^) 

worin noch die GroTsen (f, d'» a, ^V ^€' o^i' FunctioDen you a und* 9 sejn 
Können» gefunden werden müssen. 

Es IS« . 

9 (Zf — r /— f) =r;> + 7 V"— 1, 
wo p und 9 durch, die Gleichungen (Z) gegeben- sind: SoAdint man die reeRen 
Grofsen von den imaginairen ab* , so ist : 

/^''^- sin(^Ac+^'/c')'= ^.asTni, +Xja* siBl, + .... +X/^a^.swflUt+u.s.w. 

Wir wollen nun zuerst den Fall betrachten, wo* m reell, ä. h., wo i^ = & ist. 
Alsdann gehen die Ausdrücke ( 1 7. )r in 

e*^-cos/JÄ«if+7.acos9)+-Tr — y^a'cos2y !■ / n ^ ^ a^cos3y4P:s.w.»>^a>, 

m ' all ^ • . *.(*-*> . . o >'(*-0(*-2) 3.0. / \ 

e .sin^fta« -.a$in.5>+-^-* — ~^or smßtp-^—f — -^-^— — -^a'sin39)+ifcs,w.=#(!a) 

Über,. Um 6 und ^ zu finden ,. setze man A =r 1 ^ $6 erhalt manr^ 

^ eos ß sz i + a coi 9 ^ e sin« 9 = a sin 9)^ 
Hievaus ibrgt: 

e* SÄ (1 + 2a C09 gv 4- a*)*, 
-, f + a cos* gr , ^ a si» cp 

(1 + 2a cos 9 + a')* (1 + 2 a eos^ 9 + o*)* 

^ o a sin 9 

Ol 1 + a cos 9 

Die letzte dieser Gleicfatmgea giebt, wenn man durehr s den kleinsten* aller Werthe 
von ß bezeichnet y welcher ihr genug thut^ und: weldber immer zwisehea ~ - 

und - liegeuwird» 

^ ß^s + fiir^ 
wo /i eine gpnze postUve oder negative Zahl ist. 
Daher gehen die Gleichungen (16.) in 

f(a) = e^^ . cos k(^ '^ /iir) = e'^ • cos- ks . eos At/a« '^^^^ . nn /es . sin k/iir, 

§(a) = u*^ . sin k(s + ^«) =r ^*^ . ain *^ • cos k/iit + e^ . cos ks . cos /r/x:r 
über. Aus diesen Gleichungen folgt: 
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cos /f/itr SS ^*' (/"(a) . cos ks '+' §(a) . sin Ar^V ^ 

sin /r/x.ir = ^"' 0(^) • co« ^-^ '^/{p^ . »in Ar^V 

Aber nach dem Lehrsatz (IV.) sind # (a) und f(fl!), stetige Functionen von 
tty es müssen also cos kfiit und sin k /mit Ate nemlichen Werthe (ur alle 
YVerthe von a behalten. Paher ist es, um sie zu finden » hinreichend ^ a einen 
beliebigen Werth beizulegen. Es sey a gleich 0, so erhalt man» i^enn man 
erwägt, dafs alsdami ^^ = 1 , /{a) = 1 , i(a) s 0^ ^ s. ist; 

cos k/üLit = 1 9 sin k/UL7C = 0. 
Substituirt man dieie Werthe in die Ausdrucke vony(a) und l(a), und erinnert 

sich, dafs./ = (1 + 2a cos 9 + a") ist, so erhän man: 

/(a) =:y^;>%- 2a cos 9 + a*)* . cos Ar^; ^(a) =s (1 -f- 2a.cos ip -f- a*) «sin ks. 

Die Ausdrücke (15.) gehen also schliefslich über in: 

k Ä.(A— . ^ k.{k--i).k — 2) , , . 
1 4- -a cos 9 + — :r-^^ cos 2y H- -7-^ r-^ r — ^a cos 39 + o. s. w. 

k 

SS (1 + 2u cos 9/+- a')^ • cos ks, 



k . k.Qc-iy ^ .- . Ar. (Ar— 1).* — 2) , . , , 

-asm 9 +— o — ^a- sin 2 9 + -7-^^ —- 5 a sm39 + u.s.w. 

1 1 . ^ 1 •' ^ -• «I 



SS (1 -f. 2a cos 9 -f- a*)^ . sin ks^ 



it it 

wo s eine zwischen — - und 4- - enthaltene Grofse ist, welche der Gleichung 

a . sm 9 

tane s =s — 2: — 

^ 1 + a cos 9 

genügt hut. 

Die Ausdrücke (16.) sind zuerst von Cauchjr in der oben angeführten Schrift 

aufgestellt worden. 

Die Grofse a ist hier kleiner als 1 angenommen. Weiter ufiten wird sich 
zeigen, dafs auch a.=: 1 seyn kann, wenn die Grofse k einen angemessenen 
Werth bekonmit. 

In dem Vorhergehenden haben wir die Grufsen 6 und ß gefunden. Jetzt 

wollen wir zeigen, wie sich die beiden' anderen unbekannten Gröfsen rf" und ß^ 

finden lassen: Setzt man zu dem Ende in (t6.) Ar=: und Ar'ss n, so erhält man 

/'" . cos (/S* /i) = 1 + X^ a cos #^ + \a' cos #^ -4- u. s. w.^ 

/'" . sin (/?*/») = \a sin 1, + \a* sin l^ + u. s. w.. 



wo 



» 



r 



X 
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ist, und (f^ und y^ durch die Gleichungen 



<^. - ((V^)* •«" ©*)'• ^~ ^'^'^ -"'T^' '" y'' == Ä 



^ 



bestimmt sind. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich folgende : 
^*'" • cos (/J* n) — 1 V _^^t f 



ss= — *• . a iX)s #. -f- — * a cos 
n 



Fl n ^ n ^^^' ' 



/"*. sin Ci8*w) V • ^^, . • ^ 

. ^^- — ^ x= — ^ . a sin I. + — « a sin i + 

n n * n * 

Man hat aber, unter dfer Voraussetzung, dafs /i positiv ist: X^im^B^ = n, 
also — = cT^ . rf^ cf^, folglich 

^*'''.cosOS'n)— 1 -j. . . ^xx i _^ 

Z— — ^±1 — ^ = a cos I, + o^a cos i^ + ^g^s«' cos l^ -f- , 

^ . Sin p n r . ^ f • . ^ X» 3 • 

« SS a sin K + o^a sm i^ + rf rf a sm #-♦-...... 

Diese Reihen convergiren fiir jeden Werth von n, Null mitbegriflen, wie 
aus dem Lehrsatze (II.) leicht zu sehen. Lafst man daher n sich der Gfreiiz^ 
Null nahem, und erwägt, dafs die Reihen, na^ deiA Lehrsatze (V.), stetige Fun- 
ctionen sind, so erhält man 

6' = a cos i] -f- d] . a* cos $1 + d^dla cos /^ + , 

/3'=:asin i; + rf;.a* sin iJ + rf^crlaSin #; + ... ..., 

^1 j b. j- /. A^n-r «*'*.coflf(/?'w)~l' j^^-'^.sinCÄ'w) 
wo o und iS die Grenzen det Grolsen und 

sind, i'/x ist die Grenze von l/O, und 6'/jl diejenige von 6/ll. ' Nun ist, zlifolge 
des Ausdrucks von rf/x, 6^/ul = ^— ; also cos y^ =: — 1 ; $in y^ = 

(wenn^>l), folglich: , 

cos (/p == cos (^9 -f- y, + y, + . • . . ..y^ == — sin (^y) . (— 0^ 
«n Oy = sin (/X9 + y, + y, -f- .:.-.. y^) = — cos (/itp) . (— l/, 

1i;enn man* erwägt^ dafs zufolge der GMcht^ng , ^ 

n ^ — 1 = <f , (cos y, -f- V"— 1 . sin y,)^ 
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cos >•, .=5 , sin >•, = 1 ist Folglich werden die Wcrthe von ß* und rf' fol- 
gende seyn : 

ß' = — (a. cos y — |a* cos 2g)+ja' cos 3^— .. ....)# 

rf* ax -+- (a . «ifl y — ^a* sja 2y + Ja* sio 39 — . . , . . .). 

Auf diese Weise sind nun die Gröfsen ß^ und rf' durch unendliche Reihen 
gefunden. Man jlann sie aber auch in endlicher Gestalt imsdriickeja. Denn aus 
den Gleichungen (15.) folgt 

-j^ »Äcosy-f-— ^a cQs29) + ^Y— ^ 2^a'cos3y+...., 



e^^sin^^ . ^A— i * . o , (^—0(^— 2) 3 . ^ 
■ ■ , * — = cp sin 9 + — — — a sin 29 + ^ ^ 5-^ a sin 3 9 



• • • « 
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Hieraus folgt, wenn man k sich Null nähern läfst: 

d = a cos 9 — -5- cos 29 + — cos 3 y — u. s. w. 

ä* " a* 

ß =i a sin y — — sin 29 + — sin 3g) — u. s. w., 

folglich 

Die Ausdrucke (14.) gehen also in 

ll+^jacosij+Xi^a*cos#^+....+>/^a'*oosi^+.,..«»e*^'^*cos(^/r + rfAr*)«»;?, 

' ( }j^asin$^^\a* sin 1^ +^. i>^i ^^ä** sin i^ + .... = e^i'^^* sin (/? A + rfA*) « y , 

. 
y OL sin CD \ 
über, wo <r =s I log (1 + 2a cos 9 + a*), ß = Are. tang f t— r ^ — /J ^"^^ 

da nun die Summe der gegebenen Reihe =sp + q ^ — 1 ist, so hat man 
m , m.m~l g , , m.(m~l) (m — /x+l) _^ . 

= e^^'^''' \co% (ßk + 6k') + V^- 1 . sifiißk + rf^Ot- 
Nun ist m = /r + /c* yf— 1 , o: = a(cos 9 + ^T— i . sin 9) = a + £ /"— 1, 
also a = V^a* + ä*, a cos 9 =s a, a sin 9 = 6, 

d = ilog(l + 2a + a' + i*) = |log((l+a)^ + Ä«),/? = Are. tang (j-^^ 

Substituirt man, und setzt m statt /r^ und n stat| Ar^ , so verwandelt sich der obige 
Ausdruck in : 

19. 

• * 



m a 11 . m ~~' 1 
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^ (m+ii/=^)(m~i+iiv^:::T)(m--2+>»/=rT) ^^ ^ t/^Tr | 

19. \ i ~ 2 ' J • -^ (ä+*V-1) +U.8.W. 

= ((l+«)V»*)7.«-''Ar«t«g(j|5)| co8f^mArc.tang(^)+Jiilog((l+«)H**)\ 

+ /ri.8iuf mArc,taiig(^) + iiilag((Ufl)H*^^ 

Dieser Aus druck fin det^ vne wir sahen, ebensowohl als (18.), för jeden Werth 
Von a = V^a* + Ä*, der kleiner als 1 ist, Stall. 

Setzt man z. B. d =s , /i =s , so hat man den Ausdruck 

^ m m.(m — 1) t . ,, 

20. i+ja + — iTy-« "*• — (i + a)^, 

von welchem wir weiter unten Gebrauch machen werden. 

In dem Vorhergehenden wurde die Summe der gegebenen Reihe für die 
Falle, wenn a = V"a +b kleiner als 1 ist, gefunden. Es bleibt noch der 
Fall zu untersuchen übrig, wenn jene Grofse gleich 1 ist. 

Aus dem Lehrsatze (IV.) folgte , dafs , wenn man a der Grenze 1 unendlich 
sich nähern läfst, die Reihe 

^0 + ^1 öt + «'g a* + 

zu gleicher Zeil der Grenze ^o + ^\ +«', + . sich n'ahert, sobald nur die 

letztere Reihe convergent ist Läfst man daher in den Ausdrucken a der Einheit 
sich nähern , so hat man : 

\i+\ cosi^ + X,cosi^ +..... + X;^cosi^+.... = ^^«'*""^«*\ cos(/9^ /r4- d^ k') 

wo d und ß^ die Grenzen der Gröfsen (f und ß sind, vorausgeseitzt , dafs die in 
diesen Gleichungen enthaltenen Reihen convergiren. 

Es ist aber klar, dafs ^ log (2 + 2 cos 9) die Grenze von rf, und 
sin o) . ^ 2 . cos J g> . sin i cp , v ,. 

^^^' *^"S- i+costp ^ ^^^ *^"6 2.(sin^g)/ ~ ^"'^' *^"« ^^^"8 * 9^^ ^^^ 

Grenze von ß ist, folglich ist 

22. rf = i log (2 + 2 cos cpX ß^ = Are. tang (lang Jcp). 
H^s bleibt also nur zu untersuchen übrig, in welchen Fällen die Reihen con- 
vergent sind. Zu dem Ende wollen wir drei Fälle unterscheiden: wenn k ts — 1 
I. 42 
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Ut, oder abwischen — 1 und — oo liegt; wenn Ar zwischen und -t* oo liegt, und 
wenn k zwischen und — 1 eingeschlossen ist. 

Erster Fall, wenji Ar =s — 1 rst, oder zwischen — 1 und •— » liegt. 
Es ist 

Setzt' man also Ars=:«— 1— -n, soist 

'.=((^y-(^)')' 

Ifieraus ist zu sehen , dals 6^ immer grofser ist, als 1. 

Man hat aber Xy =: d ; • <f ^ . <f ^ 6^^ also wird X^ för stets wachsende 

Werthe von /i» nicht gegen hin convergiren, imd folglich sind die Reihen (21.), 
yermoge des Lehrsatzes (I.), divergent 

Zweiter fall, wenn h positiv ist. 
Gesetzt, c sei eine positive Grofse, kleiner als Ar, so hat man 

' (^ — Ar~l+c)' = (^ — A— l)'-f.2cGa — *-l) + c', . 
also 
(^ _ Ar - !)• + Ä^ = (^ - Jfc _ 1 + c)* + Ä" — c* - 2 r (^ - * - 1 ). 
Setzt man « * 

^>Ar+l-lc + — , 

so folgt, dafs ziigleich Id* •— c* — 2c(jJi—-k— 1) negativ, und folglich 

{fi,-~k—iy-\-1,r<{fi-'k^i -¥€)*, d.h. 
X ^ /g — Ar—l -f-c . 1 ■¥k — c 

ist. Setzt man in der Gleichung (20.) a ^ — , /p =s — i>, so ist 

(, . 1\"'_- n . 11.(1 +w) 1 
1 + — I =1 1 7 T-^ * —i— u. s. W. 

= 1 — — + — ^ r — . -? I 1 ^i 1 ■*- W. s. W. 

fx 1.2 /i V 3/a / 

Daher ist, wenn man n = 1 + Ar — c setzt, wie leicht zu sehen, 



(-^ 



folglich 
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also 



ifi-c 



Setzt man, der Reihe nach, usaO, 1, 2, 3 /*, und multlplicirt die Resultate 

mit einander, so erhält man:/ 

also, da Vf , = <f. • «J, . «y. «^M^ V+, < *. • <^. ^H' ifl'^ii) ' 

folglich^ wenn man /£ = 0, i , 2, /x setzt. 



(fi + 2)'**-" 



(9'+/*4-l/*'-J 



Setzt man aber in dem Ausdruck (20.) a = — -, m = — Ar + #, so 

hat man 
/ 1 V'^ , , Ar — r (* — c)(A— c+1) 

folglich ist, wenn man sich erinnert, dafs k > c: 

Q + /i \^"^ . ^ Ar — c 



\9 + /« + 1/ 



i + 



Daraus folgt, wenn man mit (Ar — c) (9 + ^ -f- 1/** dividirt: 

1 



-^1(9 + /^)'"" (9 + ^-H)*-ü* 



Dieses giebt, wenn man ^ = 0, 1,. 2 /i setzt, und.addirt: 

1 .1 - . 1 



1 r 1 1 1 1 i 

Hieraus folgt, dafs 

>, +X/X + + Xi. <dcrd rf ^^"^ ^ , , 

% ^ «+i ^ ^ '^«tM ^ ^«"«"^Ä «^ (^ «. ^.) p^-«* 

welchen Werlh auch ^ haben mag. Daher wird die Reihe 1 -f- X^ + X^^ + X^ + . . . .^ 
deren Glieder sämmtlich positiv sind, conyergiren, und folglich werden auch 

die Ucihen 

42* 
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1 «+• >y^ COS I, -I- X^ COS 4^ + + Xi^ COS 1^ 

X/^ Sin 1^ + X/, sin l^ + + X/^ sin #^ 



nach dem Lehrsatze (II.), convergent seyn- 

Dritter Fall, wenn k gleich ist, oder zwischen Null und 
— 1 liegt. 

In diesem Falle werden die obigen Reihen comergent seyn, für jeden 
Werfh von /r, so lange nicht 9 := (2/i -I- l)9r ist. 

Dieses läfst sich, wie folgt, zeigen: 

Es sei J71 = /c + /f* / — 1, X = cos 9 -I- yf — 1 . sin 9, und 1 + m, x 
+ Tn^o?* + /n^jp' '+..»... + m^x^ ^^ Pu' Durch Multiplication mit i + x 
erhalt man 

i + (m^+l)x + (m^+m^)x'+ (m^+ mjx^ + .... + (m^+ n^)x''+m^x'^' -PS^ + ^')- 
Wie bekannt, ist aber 

m^ + i^ (m+ IX, m, + to^ = (m+ 1),, m, + 1»,., — (/n+ l)..,, 

also, wenn man substituirt: 

l + (m+i)^a? + (m-f-l),a?*-f-. + (OT+i),^* = ~m,ar'+*-f-;>,(l + a:). 

Setzt man nun n=:O0y so ist das erste Glied dieser Gleichung, nach dem vorher- 
gehenden Falle > eine'convergente Reihe. Bezeichnet man sie durch 5, so ist 

j = /9^ (1 + x) — m^ fcos (ji +1)9 + V — 1 . sin (n + 1) cp], 
wo n unendlich grofs ist. Nun lafst sich, wie in dem zweiten Falle, beweisen, 
dafs m^ = ist, für n = oo. Man hat also * 

^ = ^ (1 + o?), wo /? = 1 + m^o? + m^x^ + u. s. w. in inf. 
Diese Gleichung giebt, wenn nicht x + 1 = 0: 

s 
1 + 1 
Die Reihe p ist also alsdann convergent, und mithin sind es auch die obigen 
Reihen. 

Ist o: + 1 =: , so ist 
1 + cos 9 + / — 1 . sin 9=0, also sin 9 = 0, 1 + cos 9 = 0, 
d. h., 9 = (2n+ l)ir, wo n eine ganze, positive oder negative Zahl ist. Folglich 
sind die in Rede stehenden Reihen, für jeden Werth von k zwischen und — 1, 
convergent, so lange nicht 9 =5 (2/i + l)7r. 

Ist 9 = (2n + 1) 9r: so sind die Reihen oothwendig divergent, 
denn wären sie alsdann convergent, so hätten sie zur Sunune die Grenzen der 
Functionen 



Abel, Viäersuehmeen über die lUäut 1 + ?i + " : "" i^ -^i» 3^ 

e^^-^'^ [cos (kS^ -f- k'd) + /ITi . sin (^rf, + ***)], 
wenn man a gegen Null hin convergiren lafst , und 9)^5 (2 /»+ i)v setzt : 
Es ist aber: 

6 = llog (1 + 2a cos 9,^+ «•). <f. = arc lang ( ^^fj^^ , 

folglich fiir 9 = 2/1 TT + 1, 

6 = log (1 — a), rf^ = 0. 
Die in Rede stehende Function geht also in 

(1 ~ a/[cos (k log (1 — a)) + /^^^ . sin (k log (1 — a))] 

über. Da aber Ar =: oder negativ ist, so ist klar, dafs diese Function, wenn 
man a sich nähern läfst, keine endliche und bestimmte Grenze hat Die 
lleihen sind also divergent 

Aus dem Vorhergehenden folgt also^ dafs die Reihen (21.) für jeden 
Werlh von y Statt finden, wenn k positiv ist, und liir jeden Werlh von 
9, für welchen nicht sin |g) Null ist, wenn k zwischen — 1 und + liegt, 
was sonst auch der Werth von k* seyn mag. In jedem anderen Falle sind die 
Reihen divergent. In dem Falle, welchen wir untersuchen, geht die allgemeine 
Reihe ( 19. )> wenn man ä* + a* = i , d. h. Ä = / 1 — a* setzt, über in : 

+- ■■■ .^ : — Qa+V a —i) +u.s.w. 






y^ 




rr -nArcUnf r 77— P" / "1 / 1 — ö \ 

— (2A-2ay.e ^^"l cos^mArc tang|/ TX^+inlog(2 -f- 2a)j 

+ yT— 1 . sin (m Arc. tang y — — «+• |/i log (2 + 2a) 

Folgendes ist eine Uebersicht der bisherigen Resultate : 
I. Wenn die Reihe : 

m+nV^T. ^, r~r. . (m+/i/^^)(TO— I+/1/IIT) ^ — - 

H ^Y (a+bV—i)+^ j — '^ ^ i(a^y/^^iy^^^s^^^ 

(/yi+y>/^^)(m— l-»-nV"~l)....(m— ^+1+^/'^^) . 1^ — Tv^ 
''* i ; 2 /x ^ö+^V— 1> +... 

convergirt, so ist ihre Summe : 



24. 
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+ /=7, sin ^m Are lang (iq^-*- 1 log ((i + a)* + *')Jj^ 

II. Die Reihe istconvergent fiir jeden Werth toq m und n, wenn die 
Grofse V^a* + b* kleiner ist als Eins. Ist V^a* + b* der Einheit gleich, so ist 
die Reihe convergent für jedea Werth von m, zwischen — 1 und -f- oo» insofern 
nicht zugleich a = — 1 ist Ist a = — 1 , so mufs m positiv leyn. In jedem 
anderen Falle ist die gegebene Reihe divergent 

Als besondere Fälle mufs man unterscheiden : 

A. Wenn n ss 0. 
Alsdann ist: 

z=z\(i+ay+b*y J cos ^mArctang— — J + / — 1 • sin/m Are ^^^ST^~) T 

Dieser Ausdruck giebt, wenn man a = a cos 9 und £ =s a sin 9 setzt , und die 
reellen Glieder von den imaginairen absondert: 

1 + Y « cosy-f *''] "1 •* CO8 2^+u. B.w. =(1 +2« cos ^+#*)^co8 r«iArc tang—^— j , 

B. Wenn b == 0. 

In diesem Falle geht der allgemeine Ausdruck in folgenden über: 

1 H ; a + ^ j — ^ :r ^fl* + u;s.w. 

26. { / V • _ 
= (1 + o)* . Fcos [Vi log (1 + aj] «+• /"— 1 . sin [/i log (1 + o)]T 

C Wenn n = 0, Ä=sO. 
Alsdann ist: 

« . ^ . m.(m— 1) ^^m.(m — l)(m — 2) , . /^ x« 

27. H-r •«-< r — TT^*^ -* 7^^ o ^-^ + = (t+a)*. 

Dieser Ausdruck findet liir jeden Werth von m Statt, wenn der Zahlenwerth 
von a kleiner ist, als i ; ferner für jeden Werth von m^ zwischen — 1 und + 00 , 
wenn a= 1 ist, und fiir jeden positiven Werth von to, wenn a a= — 1 ist 
Für andere Werthe von a und m ist das erste Glied eine divergente Reihe. 
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Setzt man z. B. a=s-hl/ ass^^l, so hat man 

^+T"^ i . 2 +^»-^' = 2- 

l-^+2^^i)-„.^W. = 0. 

Die erste Gleicliung g3t fiir jeden Wertfa von i^ zwischen *-* 1 nnd + oo, Und 
die zweite för jeden positiven Werth von m. 

J>. wenn V a^ + b* = 1 (a = cos 9, Ä = sin yX 
Alsdann ist 

1 + j (a+v a*-l)+ ^^ j — ^^^ 5 ^(ö+Y a -1)'+ u. s- w. 

28. \- (2 + 2a)^«""^*^^ **^j cos [m.Arctang|/j^ 

+ ^~1 . sin [m.An^tangl/ j-^-^+ ^log(2 + 2a)l 1. 
Setzt man hierin a ^ cos 9, so erhält man: 



29. 



2 r 

=3 (3+2co8rt^***''^'"*'^-| «08 [»•(♦ — t») + 5log (2 + 2 cosf)] 
+ V — 1 . sin [m (# |— C r) + 2 log (2 4. 2 cos * 




— cos 9 



wenn man nemlich erwägt, dafs Are. tang y r = Are. tang [/ -j- 

= Are tang 39=19— (^9 vorausgesetzt, dafs I9 zwisd^KP (^— ^ und ^tt + - liegt 

£. Wenn Ya* + 6 = 1 1 = cos 9, & ss sin 9, n = 0. 
In diesem Falle giebt der Ausdruck : 

l+-reos*+/^^-sin^)^ — j-^j^(cos2^4-/'^-8in2f)4-n.s.w.l von| =3 e«^-^ 

==(2 + 2cos*)?.rco8mg-c») + 
oder, wenn man die reellen Theile von den imaginairen trennt: 
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1 + Y cos ^ + ^!^^^^^C082f +ILS.W.»«- ==^ 



m 



+ ~ 8Üi4>+25^^^^^am2f +.n.8.w.....=:(2+2co«^)^ «nm^-e»)] bi8|=cT+J. 
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JF! Wenn a se a, Ä = tang y. 
In diesem ifalie erhält man, wenn 9 zwischen + r* und -^ 7 liegt: 

s <C08 ♦r'" • «"'"'' [cos («? — « log COS ^) -f- V-l« sin (mf --« log co8 ♦)]. 

V. ' 

f 

Es lassen sich aus dcfn obigen Ausdrücken» durch schickliche Verwandlungen, 
noch eine Menge anderer ableiten , worunter sehr meHcwürdige. Wir wollen 
einige davon entwickeln. Für das weitere Detail möge man die oben angeführte 
Schrift von Cauchy nachlesen. 

A. 
Summirung de* Reihen: 

a cos 9 — I a' cos 2g) + ^ a' cos 89 — , 

a sin 9 — j a* sin 29 + j a' sin 3 9 — 

VVenn a gröfser als Eins ist, so sind diese Reihen, wie leicht zu sehen, 
divergent. Ist a kleiner als Eins, so sind sie, wie wir oben sahen, comergent, 
und ihre Summen sind die Gröfsen ß und 6 des ($. IIL)f d. h. es ist, wenn man 
für ß und S ihre, durch die Gleichung (18.) gegebenen Werthe setzt: 

1 log (1 -I- 2a cos 9 + a*) = a cos 9 — \ a'^cos 2 9 -f- ^a' cos 89 — u. s. w., 

^'^^ * Are. tang (—- '^ — J = asm9 — .fa sm29 + fa smd9 — u. s. w. 

Um die Summen der Reihen zu erhalten, wenn a = -I- 1 oder — 1 , darf 
man nur a gegen seine Grenzen hin convergiren lassen. 
Der erste Ausdruck gfebt auf diese Weise : 

t|log (2 + 2cos 9) =s cos 9 — |cos 29 -I- ^cos 89 — u. s. w., 
|log (2 — 2 cos 9) =— COS9 — |cos 29 — Jcos 89 — u. s. w., 
und zwar sobald die Reihen auf der rechten Seite der Gleichungen convergent 
sind, welches, zufolge Lehrsatz (IL), für jeden Werth von 9 der Fall ist, ausge- 
nommen für 9 = (2/a + l)ir im ersten Ausdruck, und für 9 = 2/i7r im zwei- 
ten, wo fi eine beliebige ganze, positive oder negative Zahl bezeichnet. 

Die zweite Formel giebt, wenn man 9 zwischen tt und — rc voraussetzt, und 
erwägt , dafs alsdann : 

Are. taug ( ^ ^" J^ ) = Are. tang (tang \tf) =r l^: 

35. 
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35. igj = Mn9--f a^29 + Jsin3^,flgr(s,v:* (^* ___ ). 

bt 9^ = ir oder i&: — %[ so redudrt sich die Rcme, wie ipm^i^t, auf I^ull. 
Hieraus folgt , dafs die Function : jb « 

sin 9 — 1 sin 2(p + 5 sin 3g)— u. s. w. 
die lAerkwurdige Eigensj^haft hat, fiir die Werthe 9 := tt und 9 =s, — . tt xii 
zu se}ii. Und in der That, wop 9 = db tt, so ist die Function W^ Wenn 
Gegentheil 9 ss db (^t-^ a)/iirb a positiv tuid kleiner als 1 ist, so ist der Wedjb 
der Function 

Der Ausdruck (33.) enthält als besonderen Fall folgenden: 

36- Are. tang (il^ = a — Ja* «+• |a* — ...... u. s. w. 

IC 

welchen man findet , wenn man 9 = r setzt. T 

Dieser Ausdruck wird fiir jeden Werth von a gelten, von — i bis + 1, 

die Grenzen mit inbegrilTen. 

B- 

Entwickelung von cos mtf und sin mtp, nach den Potenzen 
von tang 9. 

Man kann diese Entwickelung aus dem Ausdruck (32.) herleiten. Setzt 
man nemlich 7» = 0, und trennt die reellen Theile von den imaginairen, so erhält 
man^ nachdem mit (cos 9)"* multiplicirt wprden ; 

cof»*=:(eo84>)-(l ^-^(taiig»)«+ ^\ ^ '\ 3.4 \ tangf/ -...) 

i ' . X / . X »^ • («• — 1) (»» — 2) , ,, 

37 jsinÄif =(co8*)»^^wi (tang O r"T""2 T — 3 — (^8 ^) 

von 9 = 7 bis 9 =— 7, und diese Gleichungen finden Statt fiir jeden Werth 
4 4 

von m, wenn tang 9 kleiner ist als 1. Ist tang 9 = db 1 ^ so gelten sie nur für 
ein positives /n, zwischen — 1 imd +00. 
Sie sind alsdann 
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**"r*v=W V- — 1-2+1.2.3.4 — V 



m 



. f A — {'^\*f^ ii«.(»-l)(m-2) , m(m-l)(m-2)(m-3)(w-4)^ \ 

■"r'V^W i* — 1.2.3+1.2.3.4.5^ ■> 
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Entwickeltihg von (coit^a;)" und (sin j^T* in Reihen der Cosinus 
und Sinus YMlf^l^lier Bogen geordnet. * 

In der neuesten Zeit hiftim sich mehrere Analysten mit der Entwickelung 
vQa (cos xY und (sin acY beschäftigt. Bis jetzt sind aber alle BemühungeUij^enn 
S^IJL^tilcht tng^ ohne Erfolg gebUeben. Man ist freilich zu Ausdrücken ^angt, 
welche unter gewissen Einschränkungen richtig i&id, sie sind aber nicht hinrei- 
ßend strenge begründet worden. 

Man kann sie sehr einfach aus den hier oben bewiesenen Ausdrücken 
herleiten. i 

Addirt man nemlich die beideii Gleichungen (31.), nachdem man die erste 
mit cos a, die zweite qnt sin a multiplidrt hat, so erhält man: 

cos a + -- cos (a — 9) -I- -— -^ — ^ cos (a — 2 9) + 

. =s (2 4- 2 COS g))^ . cos (a — -— -I- m^'xS 
(von 9 = QTT ~ I bis 9 = 9^ + 1). 
Da- nun 2 + 2 cos 9 = 4 f cos ^1 , so erhält man, wenn man 9 = 2a? setzt: 

m m.fm-1) (▼on*«»2c»-' 

cosic4-YCOs(i»-2x)+ "^ ^ cos(*-4x>t»«*«ag(2co8^)~Xc08(<»-mxf2mg)| 

f bi8xsBs2^«-+^' 

m m-fm-l) (vonx=s2e«+' 

cos<-f7-cos(»-2j)4> Ir^ ^ co8(it--4j)f>»«>a«(-2co8x)'"cos/<ft--iwx»m(2gfl)) I « " 

fbisxs*2^:^' 

- *TC TT 

Setzt man 1, a = mx\ 2, a = mx + :r;,3, 0:=:/ — -; 4, a = my\ so ist: 

1, (2cosx)"»-cos2m^ip=co8»i*+-T co8(m-2)jpf-;p — ^co«(iii-4)j'+—ivonx=2^ir-^ 

2, (2co84r)»*sm 2m(»-=siumjr4-7-sin(m~2)x-h '^ ^ *'" (»»-4)x+—7bi8J'=2cir+^i 

3, (2 siu x)"* • cos m(2^fi)«-=co8 nur--- co8(m-2>r+^i^l-^c08(m-4)x«* —iTon x= 2^«' 

4 , (2 sin*)-- «in w (2ffi)«»m «X- ^ »in (in-2)*+!IL^i:^8m (w-4)*- .."/bis jr=<2ff 1 
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■ 11.3 

«fei 6, i'2«o»*y'-tbim(2e¥i)»'=»Amx\^(m-2)»i^!^^^au(m^ 

8,(-2«ojr)».8inm(2c4l>==»mJ»*-"«m(»»-3>i~Ö:^»|a(»»-4>r- 

Diese Ausdrücke gelleti för jeden Werth von x» wenn m positiv ist Liegt 
pi zwischen. — 1 und 0^ so mufs man i) unter den Werthen von x in den För- 

. mein (1), (2), (5)> {6), die Werthe orss 2^ •— - und ar=s29W + -, 2) in 

den Formeln (3), (4), (7), (8), die Werthe x = 297r und a;=:(29 + i)it 
ausnehmen. 

In jedem anderen FaUe sind die in Rede stehenden Reihen convergent. 

Ab besondere Fälle kann man foloende beide betrachten : ^ 

(cosor)* = cos ma? + «7 cos (m — 2} a? H /^ » cos (m — 4) ^ + 



Ä sin mar + -- sm (m — 2) o? H -^ — ^ sm (m — 4) ä? + 



(vona; = -|bis:r=: + j). 
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30. 
£]n]ge Bemerkungen über Flächen zweiter Ordnung. 

(Von Herrn Hacketie*') 

Zuiau la diu Ver^scrs TroUd tfe gi^mitrk tfetcHJpHbe. Mfir» 1822. ' 

j^ c 






1. Von den fünf Flächen der zweiten Ordnung, welche wir Ellipsoid, Hyper- 
boloid mit einer Schale fä une nappe) ^ l^yyevlnAoiA mit zwei Schalen, ellipti- 
sches Paraboloidi^und hyperbolisches ParaboloTd genannt haben, besitzen die 
zweite und fünfte die characteristische Eigenschaft; dafs sie auf zweierlei Art 
von einer beweglichen geraden Linie, welche sich auf drei andere beliebige gerade 
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Linien lehnt , die dieser oder jener Erzeugungsart entsprechen , hervorgebracht 
werden können. Der allgemeinste Fall ist, wenn die drei bestimmenden geraden 

Linien der Bedingung allein unterworfen sind, dafs sie sich nicht schneiden; 

kommt aber zu dieser Bedingung noch die zweite hinzu » dafs sie mit einer imd 

derselben Ebene parallel seyn sollen» so erzeugt die bewegliche gerade Linie nicht 

mehr das Hyberbolo 'id mit einer Schale , sondern das hyperbolische Paraboloid. 

Im 128sten Art des ^Traiti de Giomitrie descriptU^e^ S. 7l> ist bewiesen wor- 

den, dafs diese letztere Fläche auf doppelte Weise, als von einer geraden Linie 

erzeugt betrachtet werden könne,^wenn man sie als den geometrischen Ort einer 

geraden Linie ansiehct, welche sich partUel mit einer gegebenen Ebene bew^t, 

und an zwei gerade Linien anlehnt, die auf irgend eine Weise gegen jene Ebene 

liegen. W^ir haben ferner gezeigt, dafs wenn man die bewegliche gerade Linie 

in drei bestimmten Lagen betrachtet ^ und die drei geraden Linien, welche diesen 

Lagen entsprechen, als die bestimmenden Bahnen einer zweiten, bcweg^chen 

geraden Linie betrachtet, dafs [alsdann dfiese letztere in allen Lagen xxAi einer 

zweiten Ebene parallel ist, und wiederum. die nemKche Fläche erzeugt, wie 

die erste bewegliche gerade Linie. Der Zweck dieses Zusatzes ist, zu zeigen, 

wie sich die Eigenschaft der dop[^lten Erzeugbarkeit durch eine gerade Linie» 

sowohl für das Hyberbolo*id mit einer Schale , ak iiir das hyperbolische Parabo- 

lo'id, aus einigen einfachen Sätzen ergiebt, welche ich meinen ^EUmens de 

Gt^om^trie ä trois dirnensions *' hinzufügen zu müssen glaube. 

Erster Satz* 

2. Wenn drei beliebige gerade Linien im Räume gegdken sind, die sich 
nirgend schneiden, so giebt es nur ein Parallelepipedum, von welchem drei 
Kanten die nemliche Richtung haben , wie die drei gegebenen geraden Linien. 

Beweis. Die drei geraden Linien im Räume, von denen gegeben ist, dafs 
sie sich nicht schneiden, seyen A^ B, C. Bekanndich ist die Lage einer Ebene be- 
stimmt, wenn man weifs, dafs sie mit zwei geraden Linien parallel ist Daraus folgt : 

1) Dafs man durch einen beliebigen Punct im Räume drei Ebenen legen 
kann, welche resp. den Linien -Paaren (-^, JB), (J5, C) und (C, A) parallel sind; 

2) dafs man durch irgend eine der drei geraden Linien, A, B^ C, z. B. 
durch Ay zwei Ebenen legen kann, deren eine mit der Geraden B, die andere 
mit der Geraden C parallel ist. Dieses giebt sechs Ebenen, von welchen zwei 
und zwei parallel sind, und welche das Parallelepipedum bestinmien, dessen 
Kanten die Richtung der Durchschnitte der Ebenen haben. Von diesen sechs 
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Ebenen gehen aber, nach der Voraussetzung, drei durch die gegebenen geraden 
limen A^ JB, C\ folglich liabeti diese geraden Linien nothwendig die Richtung 
dreier Kanten eines einzigen Parallelepipedi über den drei gegebenen gera* 
den Linien A^ JB» C. 

Geometrische Construction eines Parallelepipedi über drei sich 
nicht schneidenden geraden Linien ^JS, £^C^, C^^ (Tafel I. Fig. 1.) 

3. Mtti lege 1. durch die erste gerade Linie AB eine Ebene parallel mit 
der zweiten Geraden B^C*: diese Ebene wird von der dritten geraden Linie CA* 
im Punribe C geschnitten werden, durch welchen man CD parallel mit AB^ und 
CB pandld ibit B* G sehet 2. Man lege durch die zweite gegebene gerade 
Linie BfO eine Ebene parallel mit der dritten Geraden Cw^; diese Ebene schnei- 
det die Ebene der drei gciUen Linien AB^ BC, CD, in der geraden Linie 
AI)f weldie das Parallelogramm AB CD, oder die eine Seite des Paralj^epi- 
pedi über den drei gegebi|^n geraden Sonien , vollendet. 

Um den Korper vollends zu beschreiben^ ziehe man die drei Parallelen BD*, 
AO, DB*, witA*C\ die beiden letzteren werden die gegebene Gerade i5' C 
in den Puncten B*, C schneiden, durch welche man B*A\ CD* mit der ge- 
gebenen AB parallel zieht. Die erste Parallele wird die Gerade CA* im Puncte 
A* treflen. Durch diesen Pupct ziehe man A*!)* parallel mit B*C*, so sind die 
sechs Seiten -Ebenen des Parallelepipedi beschrieben. Die drei Kanten dieses 
Körpers , in der Richtung der gegebenen geraden Linien , haben die Länge der 
bestimmten geradp|| Linien AB, B*C*, A*C. Zwei beliebige Diagonalen AA*, 
DD*^ schneiden «Kim Mittelpunct / des Parallelepipedi. 

Zusatz. 

4. Es ist leicht zu sehen , dafs nicht allein drei von den zwölf Kanten des, 
über den drei gegebenen Geraden AB, B*C*, A*C (Fig. 1.) beschriebenen 
Parallelepipedi, die Richtung dieser Linien haben, sondern dafs auch drei an- 
dere Geraden die Eigenschaft haben , dafs jede derselben zugleich mit einer von 
den drei gegebenen Linien parallel ist, und die beiden' andern schneidet, oder 
eine Transvefsale derselben ist. Bfese drei letzten Kanten, oder vielmehr die 
geraden Linien, in welchen sie liegen, werde ich symmetrische Transver- 
salen der drei gegebenen geraden Linien nennen. Haben die gegebenen gera- 
den Linien die RichAmg der drei Kanten AM^ B*Cf, CA*, so haben ihre 
symmetrischen Transversalen^ die Richtung der drei anderen Kanten A*B*, 
BC, CA. \ \ 
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Um die Kanten eines Parallelepipedi, welche die Richtung dreier, einander 
sich nicht schneidenden geraden Linien haben, zu unlerscheidoti , sollen.'afe 
Haupt-Kanten heifsen, während unter synimelrischen Kanten tu den 
Hauptkauten die Kanten zu verstehen sind, welche die Richtung der symme-' 
trischen Transversalen der drei gegebenen geraden Linien haben. 

Zweiter Satz. 
5. Wenn von zwei geraden Linien X und JT, die eine die drei Hauptkan- 
ten eines Parallelepipedi , die andere die drei symmetrischen Kanten desselben 
schneidet, so schneiden sich entweder dies^ beiden Transversalen X dnd Y der 
Hauptkanten und ihrer symmelrlsdien Karten nothwendig; oder aie sin^fP^raH^^« 
Beweis. Es seycn (Fig. 2f.) ImP, fmfP* die beiden Trantversaleu, 
welche die Hauptkanten AB^ B'Of CA^ eines Parallelepipedi in deii Puncten 
Ij m, Pf und ihre symmetrischen Kanten A^B\ M(Bt^ OA in den Puncten P^ 
jn\ P' schneiden ; so kommt es darauf an , zu zeigen , dafs die beiden geraden 
Linira ImP^ Vm'P' in einer und derse^^^n Ebene |||gcn, und sich nothwendig 
in. einem Puncte T dieser Ebene schneiden. 

Nimmt man auf den. Kanten ^'Cund AC zwei beliebige Puncte P, P* 
an, und legt durch dieselben, parallel mit der Seiten -Ebene AB. CD des Paral- 
lelepipedi, zwei Ebenen, welche diesen Körper in zwei einander und dem Paral- 
lelogramm AB CD gleichen Parallelogrammen PQRS und P'Q'RS^ schnei- 
den: so sieht man, dafs die Gerade ImP durch den Durchschnitt der Ebenen 
der beiden Parallelogramme ABPQf B^CfPS entsteht, und dafi ^e Gerade 
l'mf P* in dem Durchschnitte de^^lbenen der beiden Parallelogramme A'VP'Qfy 
BCP^S' liegt. Nimmt man nun an, dafs die Seiten -Ebeiil^J7C/> des Pa- 
rallelepipedi horizontal liege, so schneiden sich die beiden Ebenen ABPQ, 
A'B*P* (^ in einer horizontalen W, die mit, der^ Kante AB oder A'B^ pa- 
rallel ist, und die beiden Ebenen B" O PS^ BCP^S* in einer anderen horizon- 
talen V^ f^\ die mit den Kanten B' Of BC parallel ist; woraus folgt, dafs die 
beiden Geraden ImP, Um' P' nothwendig die beiden Horizodtalen W, U^ V 
schueiden müssen. Wir wollen nun beweisen, dafs sie dieselben: in einem und 
demselben Puncte T schneiden , und dafs ^sef Punct der Durckscimittspunct 
der Horizontalen UK^ V V ist^ welche in einer und derselben horizontalen 
Ebene liegen. 

Construction der ^horizontalen Linien W^ Tj^V. 
6. Die Ebenen der Parallelogramme ABPQ, A^B^P^Qf gehen, die eine 
durch die gerade Linie AQU, die andere durch die gerade Linie P^B^ U. Diese 
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beiden Linien befinden sich aber in der Seiten -Ebene AB' CD Aq% Parallel- 
epipedi; folgb'ch schneiden sie sich in einem Punct (7 der horizontalen Linie UV. 

Die Ebene» der Parallelogramme B'OPS und JBCP^S' gehen, die eine 
dnrch die gerade Linie B'P, die andere durch CS^i diese beiden geraden Li- 
*nien befinden sich aber in der Seiten-Ebene '^4^J?^ CD des Parallelepipedi ; mit- 
hin schneiden sie sich in einem Punct U' der horizontalen Linie U' V. 

Legt man durch die erste horizontale Linie UF^ eine horizontale Ebene, 
welche das Parallelepipedum in dem, der Seilen -Ebene AB CD gleichen 
Paraltdogramme ttißyS schneidet, so befindet sich, ivie die folgende Rechnung 
zeigen wittl, die mit den Seiten aß^ 6y parallele gerade Linie V V in der Ebene 
<les PaiKIlelogramms über diesen Seiten, und schneidet folglich die Gerade 
Uf^ in einem Punct T, welcher beiden Transversalen ImPf finfP' gemein ist 

Die Hanptkanten yfÜ, jB'C', CA' des Parallelepipedi AA'BB' mögen 
durch y, g, h bezeichnet werden. Die Puncte P, P' seien beliebig auf den 
Kanten A'C^ AC ang^iommen, CP $ey = p] CP* = /^', so ist, zufolge 
der obigen Constructionen : 

CP — BS^AR^p, AB^RS^ßy^f, 
B'C=^QR= aß r=^, AC^A'C^h. 

Da die Dreiecke AQR und A Uß ähnlich sind, so ist 

AR.RQ^Aß.ßU, oderp:g^Aß:ßU^S-^^: 

Vermöge der Aehnlichkeit der Dreiecke B'P'C, IJP'ß, ist 

P'C:CB'=iP'ßißU\ 

oder 

p'xg^p'-^h^Aß.ßü, oderll^, woraus Aß=^ P^' '*'!*^ folgt. 

r r "^ r 

Aus der Vergleichung der Dreiecke C'RS, C'ßf^, ergiebt sich 

CR.RS^Cß.ßV, oder: Ä -;i :/= A-^^: ^/^ = -^^ 

Dieses ist die Lange von ß V\ wenn man V als den Durchsdmitt der horizon- 
talen Ebene Wßy und der geraden Linie CS ansieht. 
In den Dreiecken AP'B. ßP^V ist: ^ 

P'A.AB^P'ß.ßV', oder Ä +;,':/=* + n'-^Ä : /?f-' = --^. 

p-^p 

Dieses ist ein anderer Ausdruck der Linie ß f%. wenn man den Punct V* dieser 
Linie als den Durchschnitt der horizontalen Ebene UVßy und der Geraden 
BP' betrachtel. Der zweite Ausdruck ist aber dem ersteren gleich. Daraus 
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folgt: 1. dafs iich die beiden geraden Linien €fS^ BP^ in einem Punct V der 
horizontalen Ebene Uf^ßy schneiden, 2. dafs sich die Gerade U^f^m dersel- 
ben Ebene befindet, in welcher schon die Horizontale ÜP^Ufff^, und (»dllch 
3. dafs sich diese Horizontalen UF", ü^ V\ wekhe in einer un^erselben Ebene 
liegen, nothwendig in einem und demselben Punct T schneiden, 'weldier deu 
beiden geraden Linien ImPT, VmfP'T g^nvpiii ist; was zu beweisen war. 

7. Dafs die geraden Linien W^ VV* in einer und derselbep, mit der 
Seite AB CD des Parallelepipedi parallelen Ebene liegen, lalst sich nodi ein« 

facher zeigen, wenn man erwägt^ dafs der obige erste Werth^ ^^ % von 

Aßt nur die Länge h der Kante CA^ enthält, und von den Langemjft g der 
beiden ahderen Hauptkanten AB^ B^Q unabhängig ist Man kann also anneh- 
men, dafs die beiden Kanten AB^ AD ihre Stellen Tertauschen, woraus weder 
eine Aenderung in dem Parallelepipedum, noch in den Werthen für p und p* 
entsteht. Nach dieser Yertauschung könnte man den Theii der Kante AQ^ 
welcher zwischen 4Mr Seiten -Ebene AB CD und der imit ihr parallelen, durdi 
die horizontale Linie UV gehei^den Ebene liegt, wie oben berechnen, und 

man würde für diese Länge den nemlichen Werth von Aß^ nemlich ^^ ,/ 

p ^ h 

finden. 

Da die geraden Linien UV, U V\ welche den Kanten AB, B'C parallel 
sind, in einer und derselben Ebene liegen, so schneiden sie sich nothwendig in 
einem und demselben Puncfe T\ woraus folgt, dafs dieser Punct T den beiden 
geraden Linien ImP und VwfP* gemein ist. 

Zusatz. 

8. Die vier Puncte /, m, /', m' der geraden Linien /mP, Vm^P^ lassen 
sich auf folgende Art unmittelbar construiren. 

Dkts Parallelogramm B* OPS, dessen verlängerte Seiten durch die Puncte 
/, n der Kanten AB, CD gehen, liegt in der Ebene durch den Punct P und 
durch die gegebene gerade Linie J5'C'. Nun ist In der Durchschnitt der Ebene 
jenes Parallelogramms mit der horizontalen Ebene, in welcher die Seite AB CD 
des Parallelepipedl He^; also ist der Punct / dieser geraden Linie der Durch- 
schnitt der gegebenen geraden Linie AB und der Ebene durch die "drei Puncte 
JP, B\ C. 

Die geraden Linien AQ, BP schneiden, verlängert, die Kanten B* C, 
A'D' in den Puncten m, o, welche in der mit A^B^ parallelen Linie mo liegen; 

folglich 
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folglich schneidet die Ebene durch die drei Punclc P, A, JS die gerade Linie 
h' C im Wncle nu Eben so schneidet, die Ebene durch die drei Puncte P^ 
B, C die Seiten*^Xbene des ParaUelogramms A^B'OD in der mit B^O paralle- 
len Linie fn\ und £ese Parallele, welche durch den bekannten Punct nf geht, 
in welchem sich die Geraden P^BÜ* G schneiden, begegnet der Geraden A'B^ 
im Puncte V. 

Die Ebene durch die drei Puncte P^, A\ ^'schneidet die Seiten-Ebene 
des Parallelogranuns AB CD in der, mit ah parallelen geraden Linie cfm\ und 
diese Parallele, welche durch den bekannten Punct of gehet, in welchem sich die 
geraden Linien P^B\ AI) schneiden, begegnet der Geraden JBC in dem 
Puncte m . 

Dritter Satz. 

9. Der Mittelpunct des Parallelepipedi, über drei beliebigen geraden Linien 
eines Hyperboloids mit einer Schale ist auch der Millelpunct dieses Hyperboloids. 

B e w e i s. Wenn ein Parallelepipedum über drei beliel||nii geraden Linien 
eines Hyperboloids mit einer Schale constnurt ist, so haben cm drei Haupt- Kan- 
ten (Art. 4.) die Richtung jener geraden LinieBriund ihre symmetrischen Kanten 
die Richtung dreier anderen geraden Linien^ welche auf dem Hyperboloid eben so 
liegen. Femer ist (Art. 6, 6) bewiesen, dafs alle geraden Linien, welche sich auf 
drei unbestimmt verlängerte Hduptkaulen, oder auf drei verlängerte symmetrische 
Kanten lehnen, demselben Hyperboloid zugehoren; denn in diesen beiden Sy^ 
stemen gerader Linien, ist keine des ersten, welche nicht alle Geraden des zwei- 
ten schnitte, und umgekehrt; woraus folgt, dafs jeder beliebige Punct des Hyper- 
boloids mit einer Schale der Durchschm'tt zweier Geraden ist, deren eine sich 
auf die drei Haupt- Kanten des Parallelepipedi, die andere auf die drei symme- 
trischen Kanten desselben lehnet. 

Nun nehme man eine gerade Linie des ersten Systems, d. h. eine soldi^ an, 
die sich auf die Haupt- Kanten des Parallelepipedi lehnt, so schneidet die Ebene 
durch diese Linie und durch, den Mittelpunct des Parallelepipedi, die drei sym- 
metrischen Kanten in drei Puncten einer zweiten, mit der ersteren parallelen 
geraden Linie, und in gleicher Entfernung vom MittelpunM; woraus folgt, dafs 
jede gerade Linie durch den Mittelpunct, die in der Ebene der beiden parallelen 
geradem Linien des Hyperboloids liegt, diese Parallelen, und folglich das Hype^ 
bolo'id, in zwei, gleich weit vom Mittelpunct entfernten Puncten schneiden wird. 
Eine beliebige Linie durch den Mittelpunct des Parallelepipedi wird aber einer 
von den geraden Linien des Hyperboloids^ \^elche sich auf die drei Haupt -Kanten 
I. 44 
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stutzen, und folglich auch der mit jener Geraden parallelen Linie, welche sich auf 
die drei symmetrischen Kanten lehnt, begegnen; mithin schneidet jede gerade 
Linie durch den Mittelpunct des Parallelepipedi das HypeHbdloid in zwei vom 
Mittelpunct gleich weit entfernten Puncten ; woraus folgt, dafs dieser Mittelpunct 
auch der Mittelpunct des Hyperboloids mit einer Schale ist. 

10. Ich hätte die drei so eben bewiesenen Satze aus der Gleichung för das 
Hyperboloid mit einer Schale, welche sich in meinen. „ TrcdU des Sarfaces du 
second degr^ (erste Ausgabe, 1807, 4., p. 36; driüe Ausgabe, 1817.^ 8., p. 216) 
befindet, herleiten können. Nachdem das Hyperboloid auf drei schräge Axen 
bezogen worden, die mit den drei^ geraden Bahnlinien der beweglichen Geraden, 
von welcher diese Fläche erzeugt wird, parallel sind, so ergab sich, dafs die 
Gleichung, welche man findet, sich nicht ändert , wenn man an die SteUe der 
drei Baf^nien drei andere setzt, deren eine mit jeiier< ersteren parallel ist, und 
zugleich die beiden anderen schneidet Diese sechs geraden Linien sind die 
Kanten des Paralldkpipedi. B i n e t hat diesen Korper auch noch auf eine an- 
dere Art construirt, welche er in einer, im sedbzehnten Hefte des 'Journal de 
Vicole polytechnique (4. IftlSy; befindlichen analytischen Abhandlung (vom 
30. November 1812) vorgetragen hat Um das Verfahren von Bin et zu zeigen, 
ist folgende Gleichung nothig, deren ich oben erwähnte: nemlich die Gleichung 

+ z{fh-rg') +y(Jg-.g'h') + x(gh-^fh')-t-f^'h'^f6h\ - "• ^^-^ 
Da die Constanten dieser Gleichung die Lage der drei Bahnlinien der Gera* 
den bestimmen, durch deren Bewegung die Fläche erzeugt wird, so ist: 

Für die erste gerade Richtungslinie , x =y^ jr =/"'• 
» » zweite » » » z = ^*, n? = g'. 

» » dritte » » » y znh^ z^=^h'. 

s Legt man den Anfangspunct der Coordinaten in Beziehung auf die drei 
Bahnlinien willkürlich, so läfst sich derselbe, w^rend die Richtung der Axen 
bleibt, leicht versetzen, und es lassen sich leicht diejenigen Werthe der Coordinaten 
för den neuen Anfangspunct finden, für welche die linearen Glieder x, y, z der 
obigen Gleiqhung (K) verschwinden. 

Diese, mit den ursprünglichen Axen der or, der^ und der l parallelen Co- 
ordinaten sind : 

t±l XLtl *!+<£ 

2» 2'2^"**' 
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Subsdtalrt man diese Werthe in die Gleichung (L), so geht sie in: 
oder wenn man 
setzt, in 

£.^ + ^.i+i.f + i=^o (in.) 

über. 

In dieser Gestalt hat Bin et die Gleichung des Hyperboloids mit einer Schale 
genommen, und sie mit der folgenden Gleichung fiir das nemliche Hyperiboloid, 
auf die conjugirten Durchmesser af^ V^ c' bezogen, nendich mit der Gleichung 

^ • ^ * Ä' • Ä' * ? • ? ^ "• ° • ^ ^-^ 

verglichen. 

Es war bekannt, dafs man, um ein, unter dem Namen des congugirt-um- 
schriebenen bekanntes Parallelepipedum zu construiren, sechs Puncte auf den 
Axen der or, y^ z der Gleichung (IV.), nehmen müsse, deren Entfernung vom 
Anfangspunct gleich 

2' 2' 2 
sind (Seite 321 der Abhandlung von Binet), und dafs man darauf durch diese 
Puncte sechs Ebenen legen müsse, von denen zwei und zwei den drei Ebenen, 
in welchen die conjugirten Durchmesser o', h\ d liegen, parallel sind. 

Binet, indem er die nemliche Construction auf die Gleichung m anwendet, 
trägt vom Anfangspunct aus, auf die Axen der x^ der y 'und der z, die sechs 
Geraden : 

±S5 ±^ ±V 
2' 2' 2 

auf« und legt durch die sechs Endpuncte dieser Geraden^ sechs Ebenen^ zu zweien 
mit den Ebenen der Goordinaten x, y, z parallel, welche ein Parallelepipedum 
bilden, das dem conjugirt- umschriebenen Parallelepipedo analog ist 

Irlan hatte bewiesen, dafs der Inhalt dieses letzten Körpers für je^s belie- 
bige System der congugirten Durchmesser, über welchen er beschrieben worden, 
constant ist Binet hat gezeigt, dafs das Nemliche auch noch fiir den analogen 
Korper gilt, dessen Inhalt sich nidbt ändert, wenn gleich die Richttmg der Axen, 
worüber er beschrieben ist, sich ändert (Man sehe S. 323 seiner Abhandlung.) 

44 • 



348 llachettc^ Bemerkungen über Flächen za?eiler Ordnmng. 

11. Gehet man auf die Gleichungen (a) zurück, so siehet man, dafs die 
halben Längen ?# o» o ^^^ Kanten des Parallelepipedi bei Bin et, Ton den 

Kanten des Parallelepipedi, welches ich über drei beliebige gerade Linien in einem 
Hyperboloid mit einer Schale construirt habe, nicht verschieden sind. Die Iden- 

tität folgt noch aus der Gleichung (III.)» wenn man in derselben or = =t -, oder 
jr SB =t ^9 oder z = st ^ setzt Das Erste giebt: 

welche Gleichung sich in 

zerlegen läfst. Hieraus folgt, dafs die sechs Seiten -Ebenen des Parallelepipedi 

durch die Gleichungen: a; = ±-,jr = =fc^, jb = ±^ bestimmt werden, und 

dafs jede dieser Ebenen das HypeibdoTd mit einer Schale in zwei geraden Linien 
schneidet , welche die Richtung zweier Kanten des Parallelepipedi haben. 



Ueber die stereographische Projection. 

(Man sehe Art« 199, S. 254 des TraUe de gdomdtric descriptme.) 

Die zweite Eigenschaft der stereographischen Projection bestehet in der Gleich- 
heit zweier Winkel, deren einer Tangenten der Kugelflache, der andere die ste- 
reographischen Projectionen dieser Tangenten zu Schenkeln hat Diese Eigen- 
6chaft läfst sich sehr einfach auf folgende Art erweisen : 

Es sey COf eine Ebene, die durch den Mittelpunct C der Kugel, durch 
den Durchschnitt O der Projections -Linien und durch den Scheitel E des gege- 
benen Winkels geht Diese Ebene schneidet die Kugel in dem gröfsten Kreise 
ABOE des Durchmessers AB^ und die Ebene des Winkels zweier Tangenten, 
in der auf dem Radius CE senkrechten Linie EG^ Die gerade Lim'e OE schnei- 
det den Durchmesser AB im JPuncte e^ welcher offenbar die stereographische 
Projection des Scheitels E des Winkels zwischen den beiden Tangenten der 
Kugelfläche ist 

Nimmt man die Ebene durch die drei Puncte C, O, E vertical an, so liegt 
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der grofste Kreis AB ab der Kugel in der horizontalen Ebene, welche durch 
den Durchmesser AB gehet, und diese Ebene schneidet die Ebene beider Tan* 
genten in der Linie GHP ; diese Tangenten können aber die Ebene des grofsten 
Kreises AB ab nur in zwei Puncten, wie H^ H\ in der Geraden GH\ schneiden, 
und die Gerade JtlH\ yr^^be diese beiden Puiicte verbindet, ist die gemein- 
schaftliche Seite zweier Dreiecke, welche ihre Scheitel^ das eine im gegebenen 
Punct E der Kugelfläche , das andere in der Projcction e oder ef des Puncts JS 
haben. Diese beiden Dreiecke sind aber einander gleich; denn wegen der Gleich- 
heit der Winkel EeG und eJEG^ sind die geraden Linien JEG und eg einander 
gleich; folglich ist auch der Winkel, dessen Scheitel in E liegt, und dessen 
Schenkel durch die Puncte H, Hf gehen, dem Winkel gleich, dessen Scheitel in 
der stereographischen Projection ef des Puncts £ Hegt, und dessen Schenkel 
durch die nemlichen Puncte H, H! gehen. 

Lacroix, in der Introduction ä^la Geographie (zweite Ausgabe, Paris, 
1811.) und nachher Puissant und Delambre haben in.ihren Schriften einen 
ähnlichen Beweis gegeben, welcher sich auf die Gleichheit der beiden geraden 
Linien EG und eg (Fig. 3.) gründet. 

Im dritten Bande der Astronomie yon Delambre lieset man, dafs die älteste, 
dem gelehrten Verfasser bekannt gewordene Schrift, in welcher der zweiten 
Eigenschaft der stereographischen Projection Erwähnung geschieht, eine im Jahre 
1754 gedruckte Abhandlung von Robertson, über die Sdiüfahrt, ist 



31. 
Einige Gesetze iiber die Theilung der Ebene und des Raumes. 

(Von Herrn J. Stemer.) 



JLlurch die Pestalozzische Formenlehre angeregt, haben zwar meh^re neuere 
geometrische Lehrbücher die Aufgabe gestellt : „ zu bestimmen, wie viele Theile 
der Ebene, yefmittelst einer gegebenen Anzahl gerader Linien und Kreise ganz 
begrenzt^ oder zu Figuren abgeschlossen werden können/ Sie haben dieselbe aber 
nicht so behandelt, dafs dadurch die, ihrer Bestimmung zu Grunde liegenden 
allgemeinen Gesetze gehörig erörtert worden wären. Noch weniger ist es, soviel 
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dem Verfasser dieser Abhaiiolung bekannt, bisher gelungen/ nach Analogie jener 
Aufgabe, die Bildung der Körper mittelst beliebig gegebener Ebenen und Ku- 
gelflächen durch allgemein imifassende Gesetze zu bestimnieo. Ohne. diesem 
Gegenstande gerade ein besonderes Interesse beilegen zu wollen, soll nur bemerkt 
werden, dafs die von jedem Geometer gesteUte Frage: „wie viele ebene Flächen 
zur Bildung dieses oder jenes Korpers nothig seyen:"* sich umkehren lasse, nem- 
lieh: „wie viele Korper lassen sich durch dne bestinmite Anzahl von Ebenen auf 
einmal bilden. "* Nun^ dringt sich, z. B. bei der nicht zu vermeidenden Erklairung ; 
da£s zur Bildung eines Korpers mindestens vier Ebenen nothig sind," die Be* 
trachtung auf: „dafs vier Ebenen in jeder beliebigen Zusammenstellung niemals 
mehr als einen Korper bilden können,* und man kommt, von dieser Nothwen- 
digkeit geleitet, leicht auf die Frage; „wie viele Körper können durch 4, 5» 6, 
7 ...... u. s. w. Ebenen auf einmal begrenzt werden ?" 

Es sollen hier, — nachdem zuvor die allgemeinen Gesetze über, die Theilung 
der Ebene, mittelst jeder beliebten Anzahl gerader Linien und Kreise, ihrem Ent- 
stehen und Zusammenhange nach, entMrickelt worden — „die allgemeinen Gesetze 
zur Bestiinmung der, durch jede beliebte Zusammenstellung von Ebenen und 
Kugelflächen entstandenen Menge Theile des Raumes entwickelt werden," wobei 
sich dann zunächst die Bestimmung für die Anzahl der ebenen, und im Nach- 
folgenden für die Anzahl der körperlichen, ganz begrenzten Theile^ von selbst 
ergeben wird« 

Diese fiir sich verständlichen Sätze sind aus einem, vom Verfasser entworfe- 
nen Lehrgebäude der Geometrie , in welchem die Stereometrie um ein Grofses 
erweitert , und nach einer, von der bisherigen ganz abweichenden Methode abge-. 
handelt wird , entnommen. Im Lehrgebäude erscheinen sie, vermöge der Menge 
ihrer Beziehungen in ihrem nothwendigen Zusammenhange. 

Gesetze über die Theilung der Ebene mittelst gerader Linien und Kreise. 

1. • 

Es ist klar, dafs eine gerade Linie *) durch n beliebige, in ihr liegende Puncte, 
in n + 1 Theile **) getheilt wird, von denen n — 1 Theile endlich oder begrenzt 



*) Unter gerade Linie oder Ebene wird hier immer eine unendliche gerade Linie 
oder Ebene verstanden. 

^ So wie hier, werden auch in der Folge, wenn von Theilen der Ebene oder des 
Raumes die Rede ist, liur die einaelnen einfachen, nicht aber die vusammengesetzten Theile, 
welche aus zwei oder mehreren einzelnen Theilen bestehen, versUDden* 
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die beiden übrigen unendb'ch oder unbegrenzt sind ; und dafs ferner die Kreis« 
linie durch n beliebige^ in ihr liegende Punctei in n Theile getheilt wird. 

2. 
Die Ebene wird durch eine, in ihr liegende gerade Linie, in zwei Theile 
getheilt; durch eine zweite Gerade^ welche die erste schneidet, wird die Zahl 
der Theile der Ebene um 2 vermehrt: durch eine dritte Gerade, welche die bei- 
den ersten in zwei Puncten schneidet, um 3; durch eine vierte Gerade, welche 
die drei ersten in drei Puncten schneidet, um 4 u. s. w. : nemlich jede folgende 
Gerade vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um eben so viel, als die Zahl 
der Theile betnigt, in welche sie durch die vorhandenen Geraden getheilt wird; 
daher wird die Ebene durch n beliebige, in ihr liegende Gera* 
den^ höchstens in: 

1) 2 + 2 + 3 + 4 + 6 + ........ + (Fi~l) + n=l+2l(iL±J^ 

1.2 
Theile getheilt. 

Will man blofs die Zahl der ganz begrenzten Theile der Ebene wissen , so 
ist zu bemerken, dafs erst durch die dritte Gerade ein solcher Theil entsteht, dafs 
hierauf die vierte Gerade die Zahl solcher Theile um 2, die fünfte Gerade um 3, 
u. s. w. vermehrt: nemlich, dafs jede folgende Gerade die Zahl der ganz begrenz* 
ten Theile der Ebene um eben so viel vermehrt , als durch die vorhergehenden 
Geraden in ihr begrenzte Theile ( § 1.) gebildet werden, und dafs demnach 
durch n beliebige Geraden höchstens 

2) + + 1 + 2 + 3 + 4+ + (n~3) + (/i~2) = (^- (^- 2) . 

Theile der Ebene ganz begrenzt werden können. 

Zieht man den Ausdruck (2;) von (1.) ab, so bleibt für die Zahl der un- 
begrenzten Theile der Ebene, . 

3) 2a 
übrig. O^er sucht man umgekehrt zuerst die Zahl der unbegrenzten Theile, 
welche -Qian findet w;eoi^man bemerkt, dals jede Linie dieselbe um 2 vermehrt, 
mithin ihre Zahl nothwendig 2n ist, so findet man nachher die Zahl der ganz 
begrenzten Theile (2.)f. wenn man 2n von (1.) abzieht 
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3. 
Durch a gerade Parallelen wird die Ebene in 1 + a Tkeile getheilt; durch 
eine zweite Abtheilung von b geraden Parallelen, welche jene schneiden, wird die 
Sl^hl der Theile der Ebene um >& (1 + a) vermehrt; durch eine dritte Ab- 
theilung von c geraden Parallelen, welche die beiden ersten Abtheüungen so 
schneiden, dafs nirgend drei Linien in einem und demselben Puoct zusammen- 
Irefien, wird die Zahl der Theile der Ebene um c(l + a+^) vergröfsert. Ver- 
bindet man femer mit den vorhandenen Linien , unter ähnlichen Bedingungen 
eine vierte Abtheilung von d geraden Parallelen , so nimmt die Zahl der Theile 
um d(i + a + 6 + c) zu , indem nemlich jede der d Linien von den vorhan- 
denen ih ^9 c Linien ini+a+b + c Theile getheilt wird (§ 1.), und daher 
eben so viele Theile der Ebene theilt, mithin die Zahl derselben ebenfalls um 
1 + a + b'+' c vermehrt, u. 's. w. Es folgt hieraus : 

• „Dafs durch a, bp c, J, ..»•••, y^ z gerade Parallelen, von 
denen jede Abtheilung eine besondere Richtung hat, die Ebene 
höchstens in 

4) 1 + Ä 

+ Ä (1 + a) 

-f- c (1 + a + Ä) 

+ d(i+a + b + c) 



+ x (1 +a + Ä-I-C + rf +y) 

•f-ö + Ä + r + d+ X'h t 

+ ab + ac + bc + bd + + /-z 

Theile getheilt werden könne.** Bezeichnet man die Summe (Unionen) 
der Grofsen a, b, c, d, ....*., y^ t durch 17, und die Summe ihrer Producta 
zu zweien (Amben) durch A, so ist (4.)^ 

6) =1 + 27+^. 
Da(s die Zahl der unbegrenzten Theile der Ebene im gegenwartigen Falle, 
ebenfalls doppelt so grofs , als die Anzahl aller vorhandenen Linien ist , ergiebt 
sich aus der nemlichen Bemerkung, wie vorhin (§ 2.)« dafs nemlich die Zahl 
solcher Theile durch jede Linie um 2 vermehrt wird. Oder stellt man sich cfi- 
nen Kreis vor, welcher alle vorhandenen Linien schneide^ und zwar dergestalt, 
dafs die Durchschnittspimcte, welche die Linien unter einander bilden, alle inner- 
halb des Kreises fallen, so wird die Peripherie dieses Kreises in eben so viele 

Theile 
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Thefle getheilt, als die Ebene unbegrenzte TheSe hat Da nun der Kreis ron 
jeder Linie in 2 Puncten geschnitten wird» so irird er in zwei mal m viele Theile 
getheilt, als Linien vorhanden sind(§ l.)» also in 2 (7 Thdlei und folglich 
ist die Zahl der unbegrenzten TheiU der Ebene, 

6) =5 2J7. ! 

Nun erhält man die Zahl der ganz begrenzten Theile der Ebene, indem man 
die Zahl der unbegrenzten (6.) von der Zahl aller' Theile (5.) abziehet Also 
werden durch die genannte Linien -Verbindung höchstens 

7) «i-£7 + ^ 

Theile der Eben.e ganaL begrenzt Dieser Ausdrudc (7.) kann auch auf 
gleiche Weise direct gefunden werden, wie (6.) oder wie (§. 2, 2.)* 

4. 

Nimmt man an, dafs bei der Linien «-Verbindung (§. 3.) die a Linien der 
ersten Abtheilung, anstatt parallel, ungleichlaufend seyen: so theilen sie die 

Ebene in 1 + ""^f^^ (1.), statt in 1 + a Theüe, mithin in fL^i).Theile 

1.2^ 1.2 

mehr, als wenn sie parallel >sind; auf die übrigen Abtheilüngen aber hat diese 

Veninderung keinen Einflufs. Also folgt: 

„Dafs die Ebene durch Ä, c, rf, ,^, z gerade Parallelen 

nach verschiedenen Richtungen und durch a ungleichlaufende 

Geraden höchstens in: 

8) =:i + t7 + ^ + ?i5LrLi) 

Theile getheilt wird, unter welchen sich 

9) =2J7 
unbegrenzte, und mithin 

10) =:l-r+^+2i£ZL0 

ganz begrenzte Theile befinden, wo 17 und A, eben wie in (§. 3.), die 
Unionen und Amben der Grölsen a^h^c^d, , j, z bedeuten. "* 

6. . 

Ein Kreis theilt die Ebene in 2 Theile ; ein zweiter Kreis, welcher den ersten 

. schneidet, vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um 2; ein dritter Kreis, 

welcher die beiden ersten in 4 Puncten schneidet, vermehrt diese Zahl um 4, 

u. s. w.; nemlich jeder folgende Kreis vermehrt die Zahl der Theile der Ebene 
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um eben so viel, als er die vorhandenen Kreise in Puncten schneiden kann, also 

um zweimal die Zahl der vorhergehenden Kreise* Es folgt also : 
i^Dafs^ n beliebige Kreise die Ebene höchstens in 
11) 2 + 2 -#- 4 + 6 + 8 + . ; . . . . + 2 (it — 1) = 2 + n (it ~ 1) 

iTheile theilen können, von welchen 

12) = 1 + n (n — 1) 

ganz begrenzt sinA^ und nur ein Theil unbegrenzt ist*^ 

Die Ebene wird durch irgend eine Zahl a von Parallelkreisen in 1 + a Theile 
getheilt; durch eine zweite Abtheilung von b Parallelkreisen, welche jene, schnei* 
den, wird die Zahl der Theile der Ebene um 1 — a + 2ab (nemlich durch den 
ersten derselben um 1+6 und durch jeden folgenden um 2a) vermehrt; durch 
eine dritte Abtheilung von c Parallelkreisen, welche die ersten schneiden, wird 
. die genannte iKahl um 2 c (a + 6), durch eine vierte Abtheilung von b Parallel- 
kreisen pm 2b (a + b + c) u. s. w. vermehrt; nemlich jeder Kreis einer neuen 
Abtheilung vermehrt die Zahl der Theile der Eben^ gerade um eben so viel, als 
er von den schon verhandenen Kreisen in Theile getheilt wird. (Elien^on ist blos 
der erste Kreis der zweiten Abtheilung ausgenommen« ) 

„Demzufolge wird die Ebene durch a, 6, c, b, 9, J Paral- 
lelkreise, von denen jede Abtheilung ihren besondern Mittel- 
punct hat, höchstens in: 

i3) 1 + ö 

1 — a +2«$ 

+ 2c(a + 6) 

+ 2t(a + (-t-c) 



+ 2a(o + 6 + c + » + + 9^) 

= 2 + 29f 
Theile getheilt, von welchen 

14) =l + 29f 
ganz begrenzt sind, und nur einer unbegrenzt ist, und wo tX die 
Amben, d.h. die Summe aller Producte bedeutet, die entstehen, 

wenn man jede zwei von den Zahlen a, 6,c,t, 9, J mit ein- 

ander multiplicirt. 

7. 

Sind die a Kreise der ersten Abtheilung nicht parallel, so wird die Zahl der 
Theile der Tbenc dadurch höchstens um eben so viel vermehrt, als die Zahl 
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der Durchschnitte dieser a Kreise hetnigt, also um ä{a'r^ 1), und folglich 
wird die Ebene durch 6, c,(, ....•• 9, J Piairallelkreise und durch 
a beliebige Kreise höchstens in 

16) =2 + 29r + a(a — 1) 
Theile getheilt, wovon 

16) =l + 29r + d(a — 1) 
Theile ganz begrenzt sind. 

8. 

Nach (§• 3, 6) wird die Ebene durch a, b^c,. y^z gerade Parallelen in 

1 + {7 + ^ Theile getheilt Werden nun alle diese Geraden von a Parallel- 
kreisen geschnitten, w nimmt die Zahl der Theile der Ebene um 2 a (a 4- Ä + c 

-t- -t- 2) = 2a 17 zu, durch eine zweite Abtheilung von 6 Par^eDureisen 

wächst diese Zahl um 2 b ((7+ a), durch eine dritte Abtheilung von c Parallel- 
kreisen uro 2c (17+ a + b), u. s. w.> nemlich jeder Kreis einer neuen Abthei- 
lung vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um eben so viel, als die Zahl dier 
Puncte betnigt, in welchen er alle vorhandenen Kreise und Geraden schneidet 
Es. folgt hieraus : , . 

„Dafs die Ebene durch a^b,c,d, y, z gerade Parallelen 

und durch a, 6, c,b, ...... 9, J Parallelkreise höchstens in 

17) i + ü+A + 2aü 

+ 2b(J7+a) ^ 

' + 2c (i7+a + b) 

+ 2b (t/+a + b + c) 

- * * . - . ■ 

+ 2j(i7+a + 6 + c + + 9) 

= 1 + i7+ w^ + 2 17U + 2« 

Theile getheilt wird, wovon (§. 3, 6.) 

' 18) = 2 C7 
unbegrenzt, und folglich 

19) =1 — £7+-r4 + 2£7mT2at 
ganz begrenzt sind, und wobei I7und ^ die Unionen und Amben 
der Zahlen a, bfC, ...... z, und U und Vi die Unionen und Amben 

der Stahlen a, b, c, 9, ) bedeuten/ 

Sind m der oben beschriebenen Verbindmig von Geraden und Kreisen (§• 8.) 
sowohl die a Geraden als die a Kreise, jede unter sich, nicht parallel, so wird 

46* 
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die Zahl der l^ieile der Ebene dadurch um eben so viel vergrofsert, als die Zahl 
der Durdisdinittspunkte betragt, in welchen sowohl die Linien a als die Kreise a 

einander schneiden, also wird jene Zahl höchstens um — ^ — ~ + a (a — 1) ver- 

mehrt, und daher folgt: 

„Dafs Ä, Cf d, z gerade Parallelen und a beliebige Ge- 
raden, ferner b, c, b, 9^ } Parallelkreise und a beliebige 

Kreise zusammen die Ebene höchstens in: 

1 f J 
Theile theilen konnten, von welchen 

21) =2?7 

unvollkommen, und dagegen 

22) =i~|7-»-^ + 2t^U + 23f + ''^''~*V a(a~l) 

ganz begrenzt sind.** 

10. 

Setzt man in der vorliegenden Verbindung von Geraden und Kreisen, sowohl 

6 SS c SS c^ =...... sc £ SS 0, als auch b = c=:bss: = }s=0, so 

findet man : 

„Dafs durch a beliebige Geraden und a beliebige Kreise 
die Ebene höchstens in 

23) =t-»-fl + 2aa + ''^''~*V a(a~l) 

Theile getheilt wird, von welchen 

24) =2a 
nur unvollkommen, dagegen 

. 26) =i-a + 2aa + 2i5L:zi} + Ä(a-l) 

ganz begrenzt sind." 

11. 

Es ist leicht zu sehen, dafs die Formeln (11, 13 und 16.) eben sowohl für 

die Kufirelfläche, als för die Ebene gelten, n&mlich : 

„Dafs die Kugelfläche durch n beliebige, in ihr liegende 

Kreise höchstens in 

26) = 2 + ti (it — 1) 

Theile gettieilt werden kaan;" und ferner: 

„Diafs die Kugelfläche durch a,^,C,b, 5 Parallelkreise 

höchstenrs in 



Steiner, üher die TheUung des Raume$. 357 

27) =2 + 2 9C 

und durch h,tßh, ) Parallelkreise und a beliebige Kreise 

höchstens in 

28) =2 + 29C + a(a— 1) 

Theile getheilt werden kann/ 

GeseUe über die TheHung des Rjnimes mitlebl Ebenen und Kogelflacben. 

12. 
Der Raum wird durch a Parallelebenen in 1 + a Theile getheih ; durch 
eine zweite Abtheilung von b Parallelebenei^ welche die ersteren durchschneideni 
nimmt die Zahl der Raumthdle um b (i +a) zu, durch eine dritte Abtheilung 
voi^c Parallelebenen , welche die beiden ersten Abtheilungen schneiden , nimmt 
jene Zahl höchstens um c(^i + a + b + ab) zu, nemlich durch jede der c Ebenen 
wird die Zahl der Raumtheile gerade um eben so viel yergrofsert , als die Zahl 
der Theile betrögt, in welche diese Ebene durch die vorhandenen Ebenen getheilt 
wird. Nun wird jede der c Ebenen durch die a und b Ebenen, nach (§. 3, 6), in 
1 + a + b + ab Theile getheilt, und mithin wird durch sie die Zahl der Raum» 
theile um eben so viel vergrofsert Aus gleichen Gründen steigt die Zahl der 
Raumtheile durch eine vierte Abtheilung von J Prallelebenen, welche die vorhan* 
denenEbenen auf gehörige Weise schneiden, um d(i+a+b+c+ab+ac+bc), 
u. s. w. Daraus folgt: 

yDafs der Raum durch a,b,c,d, y^ z Parallelebeuen, von 

denen jede Abtheilung eine eigenthümliche Richtung hat^ hoch* 
stens in: 

29) i+a 

+ Ä (i + ö) 

+ €r(l +0+ * + öÄ) 

+ d (1 + fl + Ä + c + ai + a£r + Äc) 



Theile getheilt werden kann,^ wo durch ü, A und T die Unionen, 

Amben und Temen der 2«ahlen a,b,c,d^ ^, ic, d h. die Summe der 2«ahlen, 

die Summe aller Producte zu zweien, und die Summe aller Producte zu dreien, 
ohne Wiederholung, bedeuten. 

Um nun zu finden, wie viele von diesen Theilen nur imroUkommen , und 
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wie viele ganz begrenzt sind , stelle man sich eine Kugelfläche vor , welche alle 
ganz begrenzten Raumtheile einschliefst Diese Kugelfläche wird durch die ror« 
handenen Ebenen in eben so viele Theile getheilt, als es unbegrenzte Raumtheile 
giebt; es theilen aber die Ebenen die Kugelfläche, nach (27)» in 2 + 2A Theile 

(wa A die Amben der Zahlen a, b^ c, d^ z vorstellt): also ist auch die 

Zahl der unvollkommen' begrenzten Raumtheile: 

30) =s2-4-2u4, 
und folglich die Zahl der ganz begrenzten, oder der Korper (wenn 
man (30) von (29) abzieht): 

31) =s — 1 + 17— ^ + r. 

Die beiden .Ausdrücke (30) und (31) können übrigens auch auf ähnliche 
Weise gefunden werden» wie die Formel (29). •* 

13. 

Nimmt man an, jede der genannten Abtheilungen (§. 12.) bestehe nur aus 
einer Ebene, und die Anzahl der Abtheilungen sey =s n, d. h., nimmt man an, 
es sey a = Ä = c = = z = 1 , und zugleich a + Ä + c-4- + z 

• . «• k TT A nijt^ i) , rr y> (n ~ 1) (n — 2) 
= /», so ist oflenbar U ^s^ n^ A = — \ ^ und r= — ^^j -^ • 

9 

Also folgt: 

,,Dafs n beliebige Ebenen den Raum höchstens in (29): 

Theile theilen können, von welchen (30) 

33) =:2 + n(ii— 1) 
unvollkommen und (31) 

^ 1 . 2 1 • 2 . 3 

^ (n~l)(/i-2)(/>-3) 
1.2.3 
ganz begrenzt sind.^ 

Wie man sieht, zeigt die Formel (34), wie gehörig, an, dafs nicht weniger 
als 4 Ebenen einen Korper begrenzen, und dafs dieselben nur einen Korper 
begrenzen können. Femer zeigt sie, dafs 6 Ebenen auf einmal 4, 6 Ebenea 
auf einmal 10, 7 Ebenen 20, und z. B. 100 Ebenen auf einmal 156849 Körper 
begrenzen können, und zwar findet solches allemal Statt, wenn von 
den Ebenen nicht drei mit einer und derselben Linie parallel 



Steiner, Über die Tbeüung des Raumes. 35d 

sind, ujid auch nicht. vier Ebenen durch einen und denselben 
Piunct gehen. 

14. 
Nimmt man an, dafs blofs einige Abtheilungen nur eine einzige Ebene ent« 

halten, z.B. dafs y ssi« ='5 = ==;&= 1 und y-l-r + 5-l- + zszm 

sey, und bezeichnet die Unionen, Amben und Ternen der Zahlen a,6^c, d^ p, 

welche die Anzahl Ebenen der übrigen Abtheilungen bezeichnen, durch ü^^ A^ 

und j;, so ist ü^ = 17^ + m; ^ = A^ + m 17, + m{m^^i) . y _ 3p ^ ^^^ 

« 

„Dafs durch o, &, r, ..•••• Parallelebenen, von denen jedeAb- 
theilung eine besondere Richtung hat, und durch m beliebige 
Ebenen der Raum höchstens in: 

Theile getheilt wird, von denen 

36) 2 + '2A^ + 2wi 17, + m (m — 1) 
nur zum Thei), dagegen aber 

37) --1 + 1^.-^.+ 2;+ ^ 2 .t^.+'»— 7-7-2— »• 1,2.3 
ganz begrenzt sind." - 1 

46. 

Werden die verschiedenen Abtheilungen von o^ £, r, z Parallelebenen 

(§. 12.) von a Parallelkugelflächen (concentrischen Kugelflächen) durchschnitten, 
so steigt dadurch die Anzahl der Raumtheile um a (2 + 2^, nemlich durch jede 
Kugelfläche gerade um eben so viel, als sie von den vorhandenen Ebenen in 
Theile getheilt wird, also durch jede um 2 + 2 A (§. 12.); durch eine zweite 
Abtheilung von 6 Parallelkugelflächen, welche sowohl die vorhandenen Ebenen, 
als auch die a Kugelflächen durchschneiden, nimmt die Zahl der Rainntheile um 
b (2 + 2-/< + 2aU) zn, weil nemlich jede der b Kugelflächen durch die vor- 
handenen Ebenen und Kugelflächen, nach (27), in2 + 2^ + 2aJ7 Theile ge- 
theilt wird, und sie mithin die Zahl der Raumtheile um eben so viel vermehrt. 
Aus gleichen Gründen folgt, dafs durch eine dritte Abtheilung von c Parallel- 
kugelflächen, welche alle vorhandeneiY Ebenen imd Kugelflächen schneiden^ 
die ZaIiI der Raumtheile höchstens um c [2 + 2A + 2 (a + b U + a bj , 
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desdeichen durch eine vierte Abtheflung tod b PanlleDnigelflächen , tmi 
b[2 + 2^ + 2(a+ b + c)l7+2ab + 2ac + 2bc], u. s. w. vermehrt wird 
* DaraiM folgt: 

^Dafs der Raum dnrch a, bp e, « Parallelebenen, rer« 

bunden mit a,B,^ j Parallelkugelflächen, höchstens in: 

36) i + ü+A+T . . . . . (§.12.) 

+ a(:2 + 2A) 

+ hi2 + 2A + 2üü) 

-¥c[2 + 2A + 2(a + h)ü+2ah2 

+ t[2 + 2A + 2(a+h + c)U+ 2a( -I- 2ac + 2bc] 

••- j[2+2-(4+2(a+b+....9)I7+2a6+3ac+....+2jf9] 
ai + U-hA+T+2UA + 2^U'^2\i'h2X 
Theile getheilt wird, von welchen (§. 12.): 

39) SS2 + 2A 
nttr zum Theil, dagegen die übrigen: 

40) Ä— l + l7 — ^ + T+2U^ + 29tr7 + 2U + 2t 
ganz begrenzt sind." U, A, 7'bedeuten die Unionen, Amben und Temen 
der Zahlen a,h,c, t und U, 9(, $ die Unionen, Amben und Temen der 

Zahlen o, b, c, ...... J* 

16. » 

Aus den allgemeinen Ausdrücken (§. 16.) lassen sich folgende spezielle ableiten: 

Setzt man a=s6 = cs: ssscs 1 und a + &«l-c*4- «i-zssn, 

des^eidien aaBb = cas = )«! und a4-6*f'C + . + j=sii, 

so ist: 

rr««. ^ ' »»(/»— 1) . ^_ re(n~l)(n — 2) 

U=B, 4= i . 2 • ^-1.2.3' 
und es (blgt : 

ifDifs n beliebige Ebenen, verbunden mit n beliebigen Ku- 
gelflachen, den Raum höchstens in (38): 

- . n(w— 1) . y» (w — 1) (n — 2) . ^ , i\^„«/,. 4\ 

41) ael+n-l-— ^ ^ — h-r 5 j- + tin(»— 1) + »tt(tt — 1) 

lt(« — l)(n — 2) 



Theile theilen, von welchen 



42) 
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42) =2 + n(n — 1) 



nur zum Theil» und 

1 • J • Ö 



ganz begrenzt sind.^ 

17. 
Reduciren sich die Ebenen und Kugelflächen blofs einiger Abtheilungcn 
auf eine einzige Ebene oder Kugelfläche» z. B. so, dafs ^=srs=5=s...... 

= z = 1 und q + r + s + + ;6 = m, desgleichen q =: t =: tf =: 

= 1 = 1, und q + t + tf + ..••••+ i s= m ist, so ist, wenn man die Unionen, 

Amben und Temen der (übrigen) Zahlen a, b, c, p durch U^ , u4^ und T^ 

und der Zahlen a, b, c, p durch U^ffH^ und $^ bezeichnet : 

, m(m— 1) y^ , mim-^ 1) (m — 2) 
•*• 1 . 2 '^' "^ 1 • 2 . 3 • 

U = U, + m; 3r = 3r, + mU. +5^51:—^; $ = $, + in3r, 

mjtttj-;j)y m (m — 1) (m — 2) 

1.2' 1.2.3* 

Substituirt man diese Werthe in die Formeln (§. 16.), so folgt: 

yDafs der Raum durch a, 6, c, p Parallelebenen und m 

beliebige Ebenen, verbunden mit o, b, C, ....•• P Parallel kugelflä« 
chen und ttt beliebigen Kugelflächen, höchstens in: 

44) ^i + U^+A^ + T^ + 2U,A, + 23f, 17. + 2 U.+ 2t, 

+ (m+m) (m+m— i)U.+2Cm+m)5r.+ m-¥ -^^ ^ ^1 ''^ ^"^ ^ 

+ mm (m -I- m — 2) + 2m -1-2 >^ ^^ ^ < 

■ 

Theile gelheilt werden kann, von welchen 

46) SS 2 + 2 ^^ •!- 2m 17,' -^r m {jn — i) 

nur zum Theil, und 

I. 46 
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'67) =.-l + 2U, + 2$, + m(m-l)U,-4 ^'^-^^?^"^"^^^ 



32. 

Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes von Enler, 
nebst einem Zusätze zu Satz X S. 48 im 1. Heft dieses 

Journals. 

(Voa Herrn J. Steiner.) 



J5ekanntGch hat Euler zuerst den för die Theorie der Polyeder wichtigen und 

fruchtbaren Satz aufgestellt und bewiesen : 

yDafs bei jedeiii^ von, ebenen Flächen begrenzten Körper die 

Anzahl der Ecken -E nx^A die. Anzahl der Seitenflächen F zu- 

sammen imnier um 2. gröfser ist» als die Anzahl der Kanten K, 

also dafs 

E+F^K+2 



ist. 



später hat Legendre, mit Hülfe des Satzes vom Inhalte sphärischer Vielecke, 
einen einfacheren Beweis^ des Eulerschen Satzes gegeben, welchen auch z. B. 
M. Hirsch in.^eiue Sammlung geom. Aufgaben aufgenommen hat. Dieser Beweis, 
obschon sehr sinnreich , befriedigte den Verfasser dieses Aufsatzes bei dem geo- 
metrischen Werke, an Welchem er arbeitet, deshalb nicht, weil er ihn, seinen 
Zwecken gemäfs, nicht unt^die erstem. Betrachtungen über die von ebenen Flä- 
chen bcfrenzten Körper aufnehmen konnte. Er vermuthetie, dafs ein so einfaches 
Gesetz sich auch durch eine einfachere Betrachtung miisse beweisen lassen, und 
seine Vermuthung bestätigte sich, da er nicht allein selbst einen befriedigenden 
Beweis fand, sortderri^Btfch sjÄtef erfuhr ^, dafs schon Ccmchy (Xf^j. eahier 
des Journals der Ecole PolytechruqueJ zwei höchst einfache und elementare 
Beweis«^ de^elben Satzes gegeben habe, desgleichen dals Professor üo^A^r , in 

«) Heft III. Seke 228* Oieses Journals. 
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dem Kastner sehen Archiv der gesammten Naturlehre, Band lY., ebehfalls einen 
Beweis des nemlichen Satzes mitgetheilt habe, den er fiir neu hält, der es aber 
eigentlich nicht ist, sondern, der Hauptsache nach, auf denselben Gründen beruht, 
wie der Cauchy sehe, nur dafs ihm die Kürze und Einfachheit desselben mangelt. 
Endlich fand der Verfasser, dafs Gorgorme, m einem Auszuge aus einer Abhand- 
lung von Lhuäier^ einen eigenthümlichen Beweis des Satzes mitgetheilt hat, 
der mit dem hier folgenden, von ihm gefundenen, im Wesentlichen uberein* 
kommt. Er theilt den seinigen mit, weil er, seiner Einfachheit wegen, allgemein 
bekannt zu seyn verdient. 

Es sey im Raum irgend ein, von ebenen Flachen begrenzter Korper gegeben. 
Aus irgend eineih Punct, der aufserhalb desselben, und mit keiner seiner Seiten* 
flächen in einerlei Ebene liegt , projizire man die Oberflache des -Körpers auf 
irgend eine beliebige Ebene, so entsteht in dieser Ebene ein Netz, wie z. B. 
Fig. 4., welches eben so vide Vielecke derselben Gattung, eben so viele gerade 

Linien und eben so viele Puncte (ji, B, C^ ^ &, c, . • r • . * ol, ß,yf ) 

hat, als der Körper respective Seitenflächen, Kanten und Ecken* 

Bezeichnet man nun, wie oben, durch ß", jfiTund JE^ respective, die Seiten- 
^chen. Kanten und Ecken des Körpers, so läfst sieb die Summe der Winkel z 
aller Vielecke des Netzes zusammen auf folgende zwei Arten ausdrücken: 

Erstlich. Wenn man erwägt, dafs jede Linie der Figur Seite zweier Vid- 
ecke ist, und dafs die Summe der Winkel jedes Vielecks, so oft mal 2R. (2 Rechte) 
beträgt, als es Seiten hat, weniger 4 R., mithin die Winkelsumme aller Vielecke 
zusammen so oft mad 4 R. ausmacht, als in der Figur Linien vorhanden sind, 
weniger so oft mal 4 R«, als Vielecke da sind, so folgt, dals 

1) r=4R.J5r— 4R.JF: 

Zweitens. Wenn man erwägt, dafs die Winkel an den Gorenzpuncten 

A,BrQDj , welche zusammen zwei mal die Winkel des Grenzvidecks 

AB CD ausmachen , so oft mal 4 R betragen , als Grenzpuncte sind, 

weniger 8 R, und dafs ferner, um jeden, im Innern der Figur liegenden Punct 

ct^b^c^dy a^ ß^y^S, die Winkelsumme gerade 4 R beträgt, also 

alle zu summirenden Winkel zusammen so oft mal 4 R betragen, als Puncte 

AfBj Cj a, &, c, ...... o, ^, y vorhanden sind, weniger 8 R, so ist 

3> s= 4R.JB— 8R- 

Aus (1.) und (2.) folgt, dafs ^ 

4r:ä:— 4r.f=4ä.je:— 8R, 

oder '* 
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oder 

K+2 = E + ¥, 

welches der Eulersche Satz ist. 

Da jedes einzelne Vieleck des Netzes vgn einer Seitenfläche des Köqiers^ 
die ein Vieleck derselben Gattung ist, herrührt, so ist die Winkelsumme aller 
Vielecke des Netzes gleich der Winkelsumme aller Seitenflächen des Körpers, 
und daher folgt auch aus (2.): 

,,Dafs die Winkelsumme aller Seitenflächen eines Körpers 
zusammengenommen so oft mal 4 R beträgt, als der Körper 
Ecken hat, weniger 8 R." 

Dieser Satz ist, Ytie man sieht, auf merkwürdige Weise mit dem über die 
Winkelsumme des Vielecks in der Ebene analog. 

Eine grofse Menge merkwürdiger Folgerungen aus dem obigen Satze nebst 
andern polyedrischen Sätzen findet man in zwei Abhandlungen von Euler , in 
den Novi CommerUarü acadL scient. Petrop. Tom. IV. p. 109 und 140; in 
den Elementen der Geometrie von Legerulre (S. 380 und 409 der Gr^&f'schcn 
Uebersetzung) ; im zweiten Theil der Sammlung geom. Aufgaben von M. Hirsüi 
^S, 89 _ 100) ; in den Armales de mathSmatüfues von Gergorme, Tom. III, 
p. 169, Tom. IX. p. 321, und Tom. XV. p. 167. — 



Ich schliefse diesen Aufsatz mit der nachtraglichen Bemerkung, dafs sich 
aus dem Satze X. S. 48 Heft I. dieses Journals leicht der folgende herleiten lasse : 

„Wenn in einer Ebene eine Ellipse der Gröfse und Lage nach gegeben ist, 
und die Glastafel in beliebiger veränderlicher Lage auf der Ebene senkrecht steht, 
so ist der Ort des Auges, wenn die Ellipse als Kreis erscheinen soll, eine Fläche 
vierten Grades. Sind a, h die Halbaxen der Ellipse, und wählt man die gege- 
bene Ebene nebst den beiden , auf ihr senkrecht stehenden und durch die Axen 
der Ellipse gehenden Ebenen zu Coordinaten-Ebenen, so ist die Gleichung dieser 
interessanten Fläche : 
A) a'b't\ay+b'a:') - («y +ÄV)(aV'+ÄV) = - a%\ay^b'x'y 

Wird a=^b gesetzt, d. h., ist anstatt der Ellipse ein Kreis, dessen Radius 
= a, gigeben, so reduzirt sich die Fläche auf den zweiten Grad, nemlich auf 

d. h., auf diejenige Fläche zweiten Gradef, die von einer gleich- 







.^ä 



Burg, aügetneine Entuvickelung oon (s *{* «)*. 367 

scitigcn Hyperbel, welche sich um ihre zweite Axe herumbewegt, 
beschrieben wird. 

Es folgt daher umgekehrt der nachstehende Satz: 

,,Wird eine gleichseitige Hyperbel um ihre zweite Axe herumbewegt, so 
beschreibt sie eine einfache hyperbolische Fläche z>^eiten Grades, und die Scheitel 
der ersten Axe beschreiben einen in dieser Fläche liegenden Kreis. Jeder belie* 
bige Kegel nun, dessen Scheitel in der Flache liegt, und welcher durch den Kreis 
geht, ist so beschafTen, dafs die Ebenen der diesem Kreise antiparallelen Kreis- 
schnitte mit der genannten Drehaxe parallel sind, und dais also die Ebenen irgend 
zweier antiparallelen Kreisschnitte dieses Kegels zu einander senkrecht sind.^ 

Wenn oben statt der Ellipse eine Hyperbel, deren Halbaxen ebenfalls £r, b 
" seyn soUen, gegeben ist, so erhält man anstatt der Fläche (A) die folgende: 
C) a'b'z' (Ä V - a'y') + (A V + aY) (fi'a^' - aY) = a%^ (Jb'x^ + aYl 

Jede der beiden Flächen {A) und (Q hat die Eigenschaft, dafs sie düDrcli 
Bewegung einer \eränderlichen Curve zweiten Grades erzeugt wird, nemlich jede 
Ebene, welche durch die z Axe geht, schneidet die Fläche In einer solchen Curve. 



33. 
Allgemeine Entwickelung von (a: + a)'. 

(Von Herrn Dr. Burg.') 



«k8.W. 



Dabei haben die Coeflicienten A, B, C,.u. s. w* die Werthe: 
JB =r [a« - 3 a (/, + /,) + 3 /.(/,+ 2 /.)] , 

+ 3^C'.-*-2/^)], 






/ 
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DsTa*— 6a' (/, + /, + /3+<J+ 10a*(/,+ /, + /,) (/, + /,+/,+ 2/^) 
- 10a (/. + /,) ((/, + O* + 3 (/, + O (', + /J + 3 /,(/, + 2/j) 
4- 6 /,(/; + 4 /• (/. + /, + /J + 6 /, (/, + /,) (/, + /. 4- 2 /,) 

+ U,{t\ + 3/, (^3 + O + 3/,(/, + 20))J. 

U. s. W>> wo <,,/,, t, u. s. w. ganz willkürliche Grüfscn siad. 

Eine aufmeriuame Betrachtung giebt das Gesetz zu ericennen, nach welchem 
^Mge Coeffizienten der Reihe nach gebildet sind, so dafs ich dadurch ganz leicht 
för den folgenden Coeflizienten erhalte: 

Jg:=ra*-6a*(/,+/.+^+/,+0+15«'('.+'.+^+0('.+'.+',+^+20 

K-20a*(/.+/.+O((/.+/.+O'+3(/.+<.+/,) (/.+<.)+3^ («.+2/.)) 

4-16a(/,+g((t,+/./+4(/,+/.)V,+^+0+6(/.+0('.+'»X^+^+2/,) 

+4^(/H3/,(/,+0+3^(^+20))-6/.[/:+6/:(^+/,+^+0 
+3/.(^+2/.))+6/,(/:+4/.*(/,+/,+0+6/.C/,+OC^+'«+20 



+ *f,0! + 3/.(/,H-/.) + 3^C^ + 2O))]J. 



Setzt man /,=/, = /, u. s. w. =^, so wird A = (a— 2/3), Ä =s (a— 3 /?)*, 
C = (a — 4 ßy u. s. w* ; mithin 

n (n — 1) 
1 . 2 



(x + o)* = «• + na (a? + /3)'-' + 



a(a — 2^)(:c + 2^)'-» 



+ V"1'\^"7'^ "^" - ^'^^ <* ■*■ ^^•" 



u. s. w. , 



so ^dafs diese von Herrn Abel im zweiten Hefte dieser Zeitschrift gegebene £at- 
Wickelung als ein spedeller Fall aus der obigen Darstellung hervorgeht 
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34. 
Beweis für das Kräftenparallelogramm, 

auf blofscs Raisonnemcnt gegründet. 

(Von Herrn Dr. Burg.^ 



JL/enkt man sich aus dem Puncte C die Linien CA und CB gezogen , welche 
die auf diesen Punct wirkenden 2 Kräfte , der Gröfse und Lage nach vorstellen, 
so mufs nothwendig die Linie CD, welche die Grofse und Lage der Resultanten 
bezeichnen soll , zwischen CA und CB liegen. Zieht man daher zwischen CA 
und CB ganz unbestimmt die Linie CD, und verbindet D mit A und JB, so 
entsteht ein Viereck, in welchem CA^ CB zwei Seiten, und CD eine Diagonale 
ist. Da nun, der Natur der Sache gemäfs, durch die 2 Seiten CA, CB und den 
eingeschlossenen Winkel ACB die Resultante CD, sowohl der Gröfse als Lage 
nach, vollkommen bestimmt seyn mufs; so mufs sich aus diesem Viereck^ bei den 
drei gegebenen Stücken, die Gröfse und Richtung der CD finden lassen. Da aber 
femer, wie aus der Tetragonometrie bekannt ist, für irgend ein Viereck^ ohne 
Einschränkung, 6 Stücke gegeben seyn müssen, und nur iiir den einzigen Fall, 
dafs das Viereck ein Parallelogramm ist , 3 Stücke hinreichen ^ um das Viereck 
auflösen zu können, so folgt, dafs dieses so erhaltene Viereck nothwendig ein 
Parallelogramm seyn mufs, in welchem also die Resultante eine Diagonale ist 



/ 



35. 

Ueber die Vergleichung der verschiedenen Nümerations 

Systeme. 

(Von Herrn Prof. Stein.) 



1) jyian hat die mehrseitig gemachten Vorschläge zur Annahme eines andern 
Nümerations -Systems, als des Decadischen , zwar selten einer gründlichen Ant- 
wort oder Widerlegung gewürdigt ; wenn es jedoch der Mühe werth Wäre, einen 
Vergleich zwischen der Einfachheit verschiedener solcher Systeme anzustellen, so 
dürfte das Folgende nicht ganz ohne Interesse seyu. 
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2) Wir gehen davon aus, dafs ein System desto einfacher ist, je weniger 
abgesonderte unabhängige Begrifie es zum Denken aller Zahlen erfordert , und 
nehmen an , dafs jede Einheit höherer Ordnung einen eigenthümlichen Begriff 
erheischt. Will man dann, im Dedmalsysteme z. B., alle Zahlen bis 10* 
denken, so hat man erstens die Begrifie der Einheiten 1, 10, 10', lO', 10\ 

und femer noch die Begrifie der Vielheiten 2^ 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

nothwendig. 

Ebenso würde man , wenn a die Basis eines jeden anderen Systemes hiefse, 
alle Zahlen bis £i^ mit Hülfe von x + a — 2 Begrifien denken können. Setzt 

man nun ä!^ = n, so wird 07= p^ — , und man sieht, dals die Darstellung aller 

Stahlen bis n eine Anzahl Begrifie, ^eich 

=26-2 4^0 — 2, 
loga 

erfordert. 

3) Gemafs dieser Forrnel ist es leicht zu sehen, welche Basis a am geeigne- 
testen ist , um alle Zahlen, bis zu einer gewissen 71, darzustellen. Es ist dieses 

nemlich diejenige Basis a, welche die Gröfse p^ — + a — 2, fiir das gegebene 

n, ein Minimum macht. 

• ■ ' ■ 

* 

Die gewöhnlichen Regeln zeigen, dafs diese Basis aus der Gleichung 

a (log df = h log n 
gefunden werden müsse, wo die log. gewohnliche sind, und k den Modul, nemlich 
die Zahl 0^4343 , bedeutet. 

4) 'Die Auffindung von o, för ein gegebenes n« scheint zwar in endlicher 
Form nicht möglich zu seyn , allein es ist auch zur Erfüllung unseres Zweckes 
hinreichend , zu ^inem gegebenen ^ das gehörige n finden zu können , und man 
erhalt ungefähr und in runden Zahlen 

7 ; 8 ; 9 ; 10 
SOOOÖOMill.; lOOOBill.; lOTn; lOOOOOTr. 



fiira = 2; 3; 4 ; 6 ; 6 
n = 3; 40; 2200; 400000; 200MilL 



Man kann aus dieser Tabelle sehen, däfs die Systeme von den Basen 2 und 3 
gänzlich verworfen werden müssen; dafs aber die Systeme von den Basen 5 
oder 6 für die Rechnungen , worin nur mäfsig grofse Zahlen vorkommen , nicht 
ohne Yortheil waren, da sie weniger Zeichen erfordern. Femer aber sieht man^ 
dafs das Decimalsystem alles leiste^ was in der Hinsicht, auf weldie wir unser 
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Augenmerk gerichtet haben, verlangt werden kann. Systeme von grofseren Basen 
würden gar keinen Vorzug vor ihm haben. 

Anmerkung. Man kann über die Anzahl derBegriße, welche das Denken der Zahlen 
erheischt, andere Ansichten haben, ab diejenigen, von welchen wir hier ausgegangen sin^; 
doch wird die vorhergehende Methode in jedem Falle sum Vergleiche der verschiedenen 
Numerations-Sjsteme dienen können. 



36. 

Ueber die Krümmung der Flächen, nebst Auflösung eines 
besondem Falles aus der Perspective der krummen 

Flächen, 

(Von Herrn Hachette,^ 



iJetrachtet man das Auge des Beschauers als einen Puncto so berührt der Kegd» 
dessen Scheitel dieser Punct ist, und der einer Fläche von gegebener Gestalt und 
Lage umschrieben wird, die Fläche in einer Linie, welche man scheinbaren 
Umrifs nennt Diese Linie, die bei den Flächen zweiter Ordnung in einep 
Ebene liegt, bei deyeloppabelen Flächen aber gerade ist, gehört im Allgemeinen 
zu den Cur^^en doppelter Krünmiung. Es kann aber* kommen, dafs' eine der 
Gesichtslinien, welche in der Kegelflädie liegt, eine Tangente des scheinbaren 
Umrisses ist Diesen besonderen Fall hatte ich vor längerer. Zeit in meinem 
Cöurs de Giomitrie descriptwe ä Vicole Polytecknique bemerkt, und sowohl 
auf geometrischem, als auf analytischem Wege aufgelöst. 

Geometrische Auflösung. 

Die Flächen lassen sich in zwei Arten theilen. Die erste umfafst diejenigen, 
deren beide Haupt -Kriimmungs- Halbmesser sich auf einer und derselben Seite 
der Berührungs-Ebene befinden; die andere diejenigen, deren Haupt-Krüm« 
mungs- Halbmesser sich auf verschiedenen Seiten jener Ebene befinden, oder, 
nach dem gewöhnlichen Ausdruck, entgegengesetzte Zeichen haben. Eine ein- 
zelne Fläche kann auch aus mehreren Zonen zusammengesetzt seyn, deren Krüm- 
mungen dieselben Verschiedenheiten haben, und die Auflösung der Aufgabe 
pafst nur auf Flächen oddrTheile von Flachen, deren Haupt -Krümmungs- Halb- 
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messer in jedem Punde entgegengesetzte Zeichen haben. Unter diesen Flächen 
unterscheide ich als die einfachste, das durch Umdrehung entstandene Hyperbo* 
loidy welches bekanndich drei verschiedene Entstehungsarten hat, nemlich zwei 
vermöge der geraden Linie, und die dritte durch die Umdrehung einer Hyperbel 
um ihre imaginaire Axe. Ich bestimme die Werthe der Parameter dieses Hyper* 
bololids so 9 dafs es eine Fläche in einem gegebenen Puncte berührt« 

Voo dem durch Umdrehung entstehenden Hjrperboloid^ welches mit einer Fläche oscolirt. 

Die rechtwinkligen Ebenen des Kehlkreises (cercle de gorgej und der Me- 
ridian-Hyperbel eines, durch Umdrehung entstandenen Hyperboloids schneiden 
sich 9 und fiir den Durchschnittspunct sind die Haupt -Krümroungs -Halbmesser 
den Krümmungs- Halbmessern der beiden senkrechten Durchschnitte gleich. Be- 
zeichnet man den Winkel, den die, das Hyperboloid erzeugende gerade Linie mit 
der Ebene des Kehlkreises macht, durch A^ den Halbmesser dieses Kreises 
durch /{, und den entgegengesetzten Krümmungs -Halbmesser der Meridian -Hy- 
perbel durch R'f so findet zwischen diesen drei Gröfsen folgende Gleichung Statt : 

Ä'=Ätang'^. 

Soll das Hyperbolo i'd mit einer Fläche in einem gegebenen Puncte osculir^, 
und nimmt man an, dafs dieser Punct mit einem Puncte des Kehlkreises des 
Hyperboloids zusammenfällt, so müssen die Radien R, Jtif den Haupt-Krüm- 
mungs- Halbmessern der Fläche gleich seyn. 

Gesetzt, diese beiden Bedingungen würden erfüllt, so werden die beiden 
geraden Linien im Hyperboloid die gegebene Fläche in der zweiten Ordnung 
berühren, und jede Eben^, durch die eine oder die andere gerade Linie, wird die 
Fläche in einer Linie schneiden, welche im Durchschnitt beider Geraden einen 
Wendungspunct hat. 

Bekannth'ch schneiden sich zwei aufeinander folgende Berührungs - Ebenen 
einer, durch die gerade Linie erzeugten Fläche in dieser geraden Linie, weil die 
beiden unendlich nahen Berührungspuncte auf dieser Linie selbst angenommen 
werden. Das Nemliche wird also auch bei dem durch Umdrehung entstandenen 
Hyperboloid der Fall seyn, und stellt man sich die beiden auf einander folgenden 
Berührungs- Ebenen durch die beiden, dem Hyperboloid und der gegebenen 
Fläche gemeinschaftlichen Elemente der geraden Linie gelegt vor, so werden 
diese Ebenen auch die Fläche berüliren, ynd sich in der geraden Linie des Hy- 
perboloids schneiden. 

Hieraus folgt, dafs, wenn man durch einen Punct im Räume zwei Ebenen 
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gelegt hat, welche nach einander eine Fläche berühren, der geradlinige Durch- 
schnitt dieser Ebenen und die gerade Linie, deren Richtung durch die beiden 
unendlich nahen Beriihrungspuncte bestimmt wird, nur eine und dieselbe gerade 
Linie sind, sobald diese gerade Li^ie dem osculirenden Hyperboloid angehört, 
welches durch die beiden Berfihrungispuncte gehet. 

Hierauf beruht folgende Auf losung der oben erwähnten Aufgabe aus der 
PerspectiTe. 

Aufgabe. 

Auf dem scheinbaren Umrisse einer Fläche den Ptmct zu finden, in welchem 
lie Tangente an den Umrifs durch das Auge des Beschauers gehet 

Wir nehmen an, dafs man för jeden Punct des scheinbaren Umrisses die 
£bene eines der normalen Haupt -Durchschnitte und die beiden Haupt - Krfim- 
mungs- Halbmesser, welche nach der Voraussetzung entgegengesetzte Zeichen 
haben , ^cnne. 

Es sey m (Fig. 5.) ein beliebiger Punct des scheinbaren Umrisses, RmS ein 
Perpendikel auf die Fläche in diesem Punct, nmp der senkrechte Haupt -Durch- 
schnitt; dessen Kriimmüngskreis mit dem Haupt-Krümmungs-Halbmesser mO, tnw 
ist; endlich sey m(y der zweite, dem ersten Radius mO entgegengesetzte Haupt- 
Krümmungs - Halbmesser fiir denselben Punct m. 

Man stelle sich ein durch Umdrehung entstehendes Hyperboloid vor, welches 
irum Kehlkreisc den Kreis /mp, und zur erzeugenden geraden Linie die Gesichts- 
linien mcß durch den Punct m und durch das Auge Cß des Beschauers hat 

Bezeichnet man die Haupt -Krümmungs- Halbmesser mO, mCy durch li 
und R\ die Kaupt- Krümmungs-Halbmesser des Hyperboloids im Puncte m 
durch R und R'^, und den Winkel, den die Gesichtslinie mos mit der Ebene 
des Kreises /mc^ macht, durch ^, so ist 

R'' s: R tang •^. 

Da das durch Umdrehung entstandene Hyp€»*boloid im Puncto m zu einem 
seiner Haupt-Krümmungs-Halbmesser die gerade Linie m O hat, welche zugleich 
einer der Haupt -Krümmungs- Halbmesser der Flache ist, so ist klar, dafs dieses 
Hyperboloid mit der Fläche osculiren würde, wenn R^^ = R^ wäre, weil beide 
Flächen alsdann im Puncte 77» die nemlichen Haupt -Sjrümmungs- Halbmesser R 
und jR^ haben wurden. Daraus folgt , dafs , wenn man die bekannte Länge R^^ 
oder R . tang *A auf die Normale RSj \on (y aus, gegen den Punct m hin, bis 
/UL trägt, dafs alsdann dieser Punct /u sich entweder aufserhalb oder innerhalb des 
Berührungskreises tmp befinden wird, je nachdem R^^ kleiner oder grofser als 
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R^ ist Ebenso wird man fiir einen anderen PuncI mf des scheinbaren 

auf der Normale R'S' einen, dem Puncte /ul analogen PuncI /u/ &nden. Diese 

Punete /m, /u/ baden eine Cunre, welche der* geomelriscbe Qrt des yer* 

langten Puncts ist Der Durchschnitt dieser Curre mit dem scheinbaren Umrisse 
bestimmt den Punct des Umrisses, fiir welchen eioe^ Tangente an den Umn& 
durch das Auge des Beschauers gehet Wendet man diese Auflösung x. B. auf 
auf einen Rundstab an, so wird man finden, dafs der Haupl-Knimmimgs-Halb- 
messer R für alle Puncte dieser Fläche constant ist 

Es lälst sich durch diese Auflosung die Perspective des Piedestals, wdches 
Tafel DL des-TVouf^ de G^onufirie desayftwe von Hacheüe (Ausgabe vom 
Jahre 1822, Seite 239.) gezeichnet ist, venrollstandigen. Da man schon den 
scheinbaren Umrifs aßyd (Fig. 6.) und a' ß'y (Fig. 7.) hat, so ist schon die Curve 
constniirt , welche der geometrische Ort des verlangten Puncts ist Diese Curve 
hat mehrere Zweige, von welchen auf der Zeichnung nur diejenigen sich befinden^ 
welche den scheinbaren Umrifs schneiden. 

In der horizontalen Projection (Fig. 6.) sieht man vier Zweige, die gegen 
die Gerade AFos symmetrisch liegen. . Die beidoi Zweige At^ Afp schneiden 
die Projection des scheinbaren Umrisses in den Puncten e und tp. Ihre Verlänge- 
rungen über die Gerade GH hinaus (durch eine punctirte Linie bezeichnet) habep 
weiter keinen Nutzen. Ebenso die beiden Zweige AS, Ay, welche die Puncte 
y und d bestimmen, und die nur deshalb über GjET hinaus veriängert sind^ um 
die Gestalt der Curve zu zeigen. 

Die verticale Projection (Fig. 7.) zeigt die Zweige e' c", y* y, welche die 
verticale Projection of ß'^ des scheinbaren Umrisses in den Puncten e', y' schnei- 
den; der erste Punct ^ entspricht den beiden Puncten e, 9 (Fig. 6.) der horizon- 
talen Projection des scheinbaren Umrisses, der zweite 7/ den Puncten tf , y der 
nemlichen Projection. 

Die nicridionelle erzeugende Linie des Piedestals ist eine Ellipse, von welcher 
man für jeden Punct einen Durchmesser und seinen conjugirten Durchmesser, 
folglich den Knimmungs- Halbmesser, der auch zugleich der Ebupt-Krünunungs- 
Halbmesser der Fläche ist, kennt Verlängert man die Norrode, in welcher jener 
Halbmesser genommen vrird, bis * zur Umdrehungsaxe, so ist der Theil dieser 
Normale, zwischen der meridionellen Ellipse und der Umdrehungsaxe, der zweite 
Haupt -Krümmungs- Halbmesser. Der Ausdruck des Krümmungs-Halbmessers 

einer Ellipse, fiir den Punct M (Fig. 4.) ist, Snnßt wo ab der, mit der Taft- 



^ 



Cr eile, von langUchea Rädern statt der KwbeliL 375 

gente a^b\ im Puncte M parallele Durchmesser , und MP ein Perpendikel aus 
dem Puncte M auf diesen Durchmesser ist. 

Kennt man die Haupt- Krümmungs- Halbmesser des Piedestals lur jeden 
Punct des scheinbaren Umrisses ^ so hat die Construction des geometrischen 
Ortes der gesuchten Puncte weiter keine Schwierigkeit 



37. 

\ 

Von der Form länglicher Räder^ durch welche sich die Un- 
gleichheit der Wirkung der Kurhein vermindern lälst 

(Vom Herausgeber.) 



1. 

Wenn eine drehende Bewegung in eine hin* und hergehende vcrwandeh wer- 
den soll, und umgekehrt, bedient man sich gewohnlich der Kurbeln. Die Kurbel 
hat aber den Uebelstaud, dafs, wenn die Krad, welche die drehende Bewegung 
hervorbringt, und folglich die Bewegung selbst, unveränderlich ist, die Wir- 
Icung der Kurbel nicht ebenfalls unyeränderlich grofs, sondern abwechselnd 
staiicer und schwacher ist, weshalb man dann ein Schwungrad anbringt, um 
die Ungleichheit und den daraus entstehenden Kraftverlust zu vermindern. 
Wenn z. B. an dem Rade ^3f (Fig. 9.) eine unveränderliche Kraft P wirkt, 
und Q stellt die Kraft vor, welche dadurch die Kurbel MB in Richtungen erhält, 
die beständig mit BD panillel sind , so ist Q, nicht wie P, immer gleich grofs, 
sondern es \it am kleinsten, wenn die Kurbel die Lage MB^ senkrecht zn[ BT) 
hat, und am grofsten, und sogar unendlich grofs, wenn die Kurbel die Richtung 
MB^^ parallel mit BD hat; denn in der Richtung MB der Kurbel wirkt Q an 
dem Hebelsann MB^ in der Lage MB^ nur an dem Hebelsarm B^ E, der kleiner 
ist, ds'lffB, und in der Lage MB^ an dem Hebelsarm Null. Wenn also kein 
Schwungrad voAloiden wäre, öder die Trägheit der Masse der Maschine käme 
nicht weiter in BMracht, und Q wäre der Widerstand, den die Kurbel in Rieh* 
tungen, die bestandig mit JSD parallel sind, zu überwinden hat, so müfste P 
so grofs seyn, dafs es der Kurbel auch noch in der Lage MB, senkrecht auf BD, 
die Kraft Q giebt Die Kraft P wäre aber alsdann für alle andere Lagen der 
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Kurbel, die nicht senkrecht auf £D sind, zu grofs, und folglich verursachte 
auf diese Weise die Kurbel einen Yeriust an bewegender Kraft. 

2. 

Diesen Verlust an Kraft kann man, aufser auf die gewohnliche Weise, nemlich 
durch dai Schwungrad, durch zwei länglich runde Räder, von welchen 
eines an der Axe der bewegenden Kraft, das andere an der Axe der hin - und 
hergehenden Kraft oder der Kurbel befestigt ist, vermindern. 

Wenn nemlich die unveränderliche belegende Kraft P an dem Umfange 
eine^ kreisrunden Rades AC (Fig. 1 0.) wirkt, also bestandig das nemliche Moment 
hat, so verbinde man mit der Axe dieses Rades ein länglich rundes Rad GDFH^ 
und lasse dasselbe in ein zweites, ihm an Ge^stalt und Grofse völlig gleiches 
Rad DjBjBJ^ greifen, und zwar so, dafs die grofsten und kleinsten Durchmesser 
der beiden gleichen Räder auf einander senkrecht stehen, z. B. so, dafs der 
kleinste Durchmesser HD des einen Rades auf dem gleichen Durchmesser BK 
des anderen senkrecht ist, so wird, wie leicht zu sehen, eine unveränderlich blei- 
bende Kraft P, dem Angriffspuncte B der Kurbel , in verschiedenen Lagen der 
Kurbel, eine verschiedene Kraft geben, und zwar am meisten Kraft, wenn die 
Kurbel MB auf die Richtung des Widerstandes BQ senkrecht steht wie in d«r 
Figur, am wenigsten, wenn sie mit der Richtung des Widerstandes» wie MB^^ 
piach den punctirten Linien in der Zeichnung, parallel ist Denn das unverän- 
derlich^ Moment der Kraft P \si P . AC\ also ist die Wirkung der Kraft P 

AC 

auf den Punct D gleich P . '^jjy Mithin ist der Widerstand Q, in senkrechter 

Richtung auf die Kurbel MJB genommen , gleich 

AC MD _ p AC MD 
^ ' AS ' MB "• ^ • MB AD' 
oder wenn man z. B. AC=:MB setzt, gleidi 

jp MD 
^' AD' 

Die Kraft der Kurbel verändert sich also, wie sich das Verhältnifs def Halb- 
messer MD und AD der Räder, nach den Puncten, in welchen sie sich berüh- 
ren, verändert. Sie ist am grofsten, wenn der kleinste fialbmesser des Rades 
an der Axe A mit dem grofsten Halbmesser des Rades an der Axe i(f zusammen- 
trifft, wie in der Figur, und am kleinsten im umgekehrten Falle, wie nach den 
punctirten Linien. Die Kraft der Kurbel in einer beliebigen Lage MB^ , nach 

der 
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der mit JBQ parallelen Richtung i3,Q«> ist, wenn E^B^ ein Perpendikel auf 
MB ist, wie leicht zu sehen, gleich 

^\E^B/AD' 

Werden also die Räder zugleich so eingerichtet, dafs diese Kraft für eine 

beliebige Lage der Kurbel nie grofser ist, als die Kraft P • -jTs^ . "pfxt welche 

dieJCurbcl haben mufs, wenn der Widerstand Q auf sie seine volle Kraft aus- 
übt , so braucht die Kraft P, die nothig ist, einen gegebenen Widerstand Q zu 

überwinden, nicht Q . --jtt zu seyn, wie es sejn müfste, wenn die länglichen 

MB AD 

üäder nicht vorhanden wären , sondern nur Q . .^ . ^w , welches weniger 

MB 

beträgt, als Q ''"Je* i" ^^^ Verhältnifs, wie der kleinste Durchmesser der 

länglichen Räder gegen ihren grofsten Durchmesser kleiner ist. Es wird also durch 

die länglichen Räder an Kraft gespart. Liefse es sich selbst auch nicht machen, 

j P . y^ Ad Ml) II . „ ' y ,f^ Aij MJJ „ j - 

dals immer JP . jtjts • "T/T iM^i^cr wäre als i^ . "pryr • "3^75 > so wurde man doch 

immer noch diese Ungleichheit, weil sie weniger betragen wird, als diejenige bei der 
gewöhnlichen Einrichtung der Kurbel ohne längliche Räder, durch ein Schwung- 
rad ausgleichen können ; es würde imnier noch eine Ersparung an Kraft bleiben. 
Es kommt nun zunächst darauf an, die Gestalt zu suchen, welche die läncK. 
liehen Räderhaben müssen, damit sie bei ihrer Umdrehung beständig in ein- 
ander greifen. 

3. 
Es giebt zwei Fälle. Entweder kann man setzen : die länglich runden Räder 
sollen congruent sc^-n, oder man kann die Form des einen geben, und die 
Form des anderen suchen. 

Erster Fall. 
Wenn die länglich runden Räder congruent seyn sollen. 

4. 
Die Bedingung^für die Gestalt der Räder ist, dafs, für gleiche Bogen 
AR'=^ AN (Fig. 11.), die Summe der zugehörigen Halbmesser RP und NQ, 
nemlich 

1) RP^NQ^ PA^AQ — PQ . 
seyn mufs. 

I. 48 
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Die Halbmesser ans den Umdrehungs-Axen der Räder nach bdiebigea 
Puncten ihres Umfanges werden auf irgend eine Weise von den Bogen ^ um 
welche der beliebige Umfangspunct von einem bestimmten Punct des Umfan- 
ges entfernt ist, abhängen, z. B. der Halbmesser PR wird auf irgend eine Weise 
von dem Bogen AR abhängen. Bezeichnet man also den Halbmesser PR^ für 
einen beliebigen Umfangspunct jR, durch r, und den zugehörigen Bogen AR 
durch Sf so kann man setzen: 

2) r :=z/(s), 
WO y die gesuchte Art der Abhängi^Leit des Halbmessers r von dem Bogen s 
ausdruckt 

Gesetzt nun, das Rad um P habe sich um den Bogen MR weiter gedreht 
und es sey der Bogen NT so lang als der Bogen MR, so mufs nothwendig der 
Halbmesser NQ des Rades um Q um eben so viel abgenommen haben, als >iel- 
leicht der Halbmesser' PJ2 des Rades um P zugenommen hat, dsunit wieder 
MP + TQ gleich RP + NQ sey, und dieses mufs der Fall sejm an j ed em 
beliebigem Ort der Curve. Es mufs fiir jeden beliebigen Punct R der 
Curve, oder N in der congruenten Curve, wie weit er auch von dem Anfangs- 
punct A oder F entfernt sejm mag, wenn man in der Curve um gleich grofse 
Bogen weiter vor oder zurückgehet, der Halbmesser allemal um gleich viel 
zu- oder abnehmen. Daraus folgt, dafs die Zunahme des Bogens vom Halb- 
messer unabhängig se)ii mufs , und dafs also die Gleichung zwischen dem Halb- 
messer r und dem Bogen s nur linear, oder vom ersten Grade, also nur von 
der Form 

3) r =2 CS + y 
seyn kann, wo c und y Constanten sind. Denn wenn in dieser Gleichung s 
um k zunimmt, so nimmt r um cAr zu, welches, wie es seyn sollte, von s unab- 
hängig ist 

6. 

Man kann sich von der Noihwendigkeit der Gleichung (3), zwischen r und s, 
statt, wie vorhin, unmittelbar aus den Bedingungen der Aufgabe, 
auch, wie folgt, durch Rechnung überzeugen: 

Der Bogen AR gleich s ncmlich, wachse um RM^=s:> k, und die zugehörige 

Veränderung des Halbmessers r werde durch — r bezeichnet, wo das s unter 

dem Veränderuiigszeichen ^ nicht etwa ein Divisor ist, sondern blofs anzeigt, 
dafs s die unabhängig veränderliche Grofse ist, so ist 



•\ 
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4) r + ^r=/(* + A> 

Nun sey AP =^ a, AQ :=^ by und die Lange des Quadranten AJF = AH (wenn 
ncmlich PH und QF auf PQ senkrecht sind), gleich er, so ist A'jP= er — s, 
weil nach der Bedingung der Aufgabe AN'=s.AR = s seyn soIL Femer mufs 
nach den Bedingungen der Aufgabe PM H-^TQ = + Ä seyn, also mufs, 

weil PJIf = r + —r ist: 

s 

6) rQ = fl-|-i — r— — r 
sein. Aber JV^Q hangt ebenso von NF=^ er — 5 ab, wie PR von -^Ä, also ist 

und folglich 

oder vermöge (6) : 

7) rQ=:o + Ä-r-^^y(<r-4 

Nun ist nach (5) TQ ^^aHr b-^ r^^ — r, also mufs, wenn man beide Aus- 
drude von TQ (6 und 7) gleich setzt: 

seyn. 

Nadi dem Tby/br'schen Lehrsatz ist, wie bekannt, 

wo 5, /, .0* — s, (<r — 5)' unter et d* wiederum nicht etwa 

Divisoren sind, sondern hlos anzeigen, dafs.^ oder or •— ^ die unabhängig verän- 
derlichen Grofsen sind. Setzt man die beiden Ausdrucke (9), vermöge (8), ein- 
ander gleich, dividirt mit Ar, mid setzt darauf Ar = 0, so findet man: 

Diese Gleichung zeigt an , dafs sich die erste AMeitung (der erste Differential^ 
Coeffident) \on fs, nach s, nicht verändert, wenn man darin er — ^ statt s 

setzt. Es kann also nur 

48 • 
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11) "/yssConstssc 

seyn. Die$es ^At, wenn man die StammgrSlse (das Integral) ninunt : 

/'s=ics + G)nst sszcs + y, 
oder weil yi = r war: 

12) r^=ics + y, 
wie oben (3). 

6. 
Setzt man nun in der Gleichung r s=: es + y, zwischen Halbmesser und 
Bogen, 5 = 0, so ist r = y,' also ist a ss 7. Setzt man 5 = 0*, so ist r =s 6, 

also Ä = cor + y = cor + a, und folglich c = ■ ■, mithin 

13) r = (i — a)i + ö, 

CT 

weldbes die yoUstandige Gleichung der Curye zwisclien Halbmesser und 
Bogen ist 

7. 
Aus der Gleichung zwischen Halbmesser und Bogen findet map^ wie folgt, 
die Gleichung der'Gurve zwischea Halbmesser und Winkel um den Mit- 
telpuncty oder fiir sogenannte Coordi na ten aus einem Puncte. 

Man bezeichne den Winkel RPA, (Fig. 1 1.), der zu dem Halbmesser RP=s:r 
gehört, durch 9, und .betrachte r als die unabhängig veränderliche Grofse, so 
dafs 9 von r abhängt, so ist, wie bekannt, der Ausdruck der ersten Ableitung 
des Bogens AR=^ s, nach r, folgender: 

CT ^ rr 

Nun giebt die Gleichung (13) 5 = , _ . (r — 0), und daraus folgt -5 = 7 -, 

also ist vermöge (14): 

Daraus folgt : 



16) r,-v--yrl^f^-i].c 
*^„-l ^ pr' >- (^ -- a)S 



der 
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und wenn man davon die Stammgröfse nach r nimmt: 

WO V von r den natürlichen Logarithmus , oder den Logarithmus für die Basis e 
bezeichnet Für r =: a ist 9 gleich Null, also 



• • 



und folglich 



»•"^F^i^]-^«:-- 



• _ (4 _ „)• 



mithia in (17), 



«^-''-'-^F-S^]. 



Füc r = 6 ist 9 SS 9, wenn 9 einen Kreisquadranten fiir den Halbmesser 1 
bezeichnet, also 



Daraus folgt 






20) ^ s= gn — r- • 

Da man die natürlichen Logarithmen findet, wenn man die briggischen mit einer 
unveränderlichen Zalil multiplicirt , so kann man auch in dem Ausdruck (20) 
briggische Logarithmen statt der natürlichen setzen , und es ist folglich auch 

21) - = 77fx nr 



tp r -^ a 

9 — a 



Dieses ist die Gleichung der Curve AMH^^FNA zwischen Coordinaten 
aus den Axen P und Q. 

Man hatte das Nemliche auch noch etwas kürzer aus (15) oder (16) finden 

d . 
können. Aus (16) nemlich folgt, dafs r-g) eine unveränderliche Grofsc 

ist, etwa gleich c, so dals 

22) r . - 9 = c. 

de 

Also ist -9 = -• Daraus /olgt, wenn man die Stammgrofse nach r nimmt, 
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g) = rV + Const. Für r=?a ist 9 = 0, also = r.'a-l- Gonst, G>nst=5 — c^a 
und 9 = c . V — c . 'o^ oder 

23) , = c'Q'. 

Für g) = 9 ist r =s i, also 9 = c (•& — •ö), folgüch 

und mithin 9 = 9. ^-r , , oder — = ___^ ^e (22^ Nach 'dieser Glei- 
chung läfst sich auch die Curve leicht zeichnen. 

8. 
Eine Gleichung der Curve zwischen rechtwinkligen Coordinaten 
PL =: x^ LR =/ (Fig. 11.) kann man, wie folgt, finden: 

Es war 9 = c T-H (23), oder 9 = ^- 



•/rvP 



Daraus folgt 9*^ = \p\ ^ oder V = /h t oder 



2« .'=0°. 



Nun ist bekanntlich 

26) e*' = cos 9 + I sin tp, 

wenn i = v~l. Also ist, vermöge (26), 

27) f^ SS cos 9 «1« I sin 9. 

Es ist aber cos 9 = -, sin 9 ss-^- und r = V" («* + J^*)f also ist vermöge (27) : 

(Op^jt^^w" ^ + 1/ ^ 






oder, weil c == ,t j^, war (24), 



•f — «fl ^ 



28) (.0B*^y')'"" ss(x + iry.a\ 
Aus dieser Gleichung kann man / in or durch Reihen entwickeln. 
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9. 

Die erste Ableitung der Fläche jPeinerCurye^ durch Coordinaten aus einem 
Puncte r und 9 ausgedrückt ist, nach dem Radius r genommen, bekanntlich 

29) |r« ^9=^/-. 
Nun ist für die gegenwärtige Gurre r - 9 = 6* (22). Also ist hier 

30) ^F^\rc. 

Dieses giebt, wenn man die Stammgrofsen nimmt, J* = \r* c ^ Const. Für 
r = a ist jP = Of also ist =s |a'c + Const, und Const = — * \a^c^ mithin ist 

vollständig jF'ss J (r* — a') c, oder weil c = ^. _^ war, 
Die ganze Flache A PH (Fig. 1 1 .) ist, für r = b, 

10. 

Die erste Ableitung der Lange j einer Curve durch G>ordinaten aus einem 
Puncte, r und 9, ausgedrückt, is^ nach dem Radius r genonmien, bekanntlich 

33) f , = /(! + r'^9,'). 
Nun ist fiir die gegen wärüge Curve r -9 =5 c (22), also ist hier 

34) ^.5 = /(t+c*). 

Daraus folgt, wenn man die Stammgleichung nimmt, ^ = r^(l + £?') + Const. 
Für r=aist^=0, also 0=a/(l +c*)+ Const, folglich Const =^ö/(1+c'X 

mithin ist vollständig ^ =r (r — 0) ^{i + c'), oder weil c = ^. ^ ^ war (24), 

36) , = (r-«)/-(i+^^j^). 
Die ganze Länge der Curve AMH (Fig. 1 i*) ist, iiir r = ä. 



36) <r=(*-.a)/(i+^.;j-2^) 



■t 
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Setzt man die Ausdrucke (35, 36) von s und a in (13), so erhält man 
r = (Ä — ^TZl H ö = r, irie gehörig. 

Die goniometrische Tangente des Winkels P^RP = X (Fig. 3.)> Welchen 
eine Tangente an eine beh'ebige Curve» in einem beliebigen Punct JR, mit dem 
Radius pector macht, ist bekanntlich flir Coordinaten aus einem Puncte, r und <p, 
wenn man, wie hier, den Radius zur unabhängig reninderiichen Grofse nimmt: 

\ 37) tang X/ = r - y. 

Nun ist bei der gegenwärtigen Cune r - 9 = c (22) = ^, - ^e (24) , also 
ist hier 

38) tangX, = ^j^^. 

Die Tangenten der Cur>'e machen also in allen Puncten der Curve mit dem 
Radius vector den nemlicheu Winkel. 

Setzt man den Ausdruck (38) in die Ausdrücke der Fläche und der Länge 
der Curve (31 und 36), so findet man: 

39) i^=K''' — «*) tang A,, und 

40) ^ = (r — a) scc X;. 

12. 
Man siebet, dafs die gefundene Curve eine logarithmische Spirale ist. 
Die länglichen Räder, durch welche sich auf die obige Weise die Ungleichheit 
der Wirkung einer Kurbel vermindern läfst, müssen also aus 4 Quadranten einer 
solchen Spirale zusammengesetzt werden. 

Zweiter Fall. 
Wenn die Form eines der länglich runden Räder gegeben ist 

12. 
Die Curve A NF (Fi^. 12.) sey gegeben: es wird die Curve -^ÄjBT gesucht, 
welche die Curve ANF beständig berührt, wenn ARH sich um die Axe />, 
imd ANF um die Axe Q dreht, und zwar so, dafs die Bogen beider Curven, 
von dem Anfangspunct A an bis zu jedem bdibbigen Berührungspunc^ gleich 
lang sind. 

Nach den Bedingungen der Aufgabe mufs 
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41) BagcD AR =5 Bogen AN, und 

42) PR^NQ^PAJk^AQ^PQ 

• scyn. Man bezclcline PA durcTi a, QA durch* i, den Winkel RPA durch 9, 
den Winkel JVQA durch i|% den Bogen iT-zi durch s, den Bogen Ä-^ durch z^ 
den Radius A'Q durch r, den Radius Pii durch r^ , und betrachte ap als abhängig 
von r, 9 als abhängig von PR =z r^ = a 4* & — r: so ist die . Abhangi^eit 
zwischen r und i^) gegeben, und die Abhängigkeit zwischen PR und 9 wird 
gesucht. 

Die erste Ableitung des Bogens s, nach r genommen , ist bekanntlich 

43) ;* = /(l+r*^g)*). 

Ebenso ist die erste Ableitung des Bogens z, nach r^ genommen, 

44) £z^/'(i+r,'.±i>*). 

* * 

Nun soll nach den Bedingungen der Aufgabe för jeden Punef der Curve 

45) 5 = z 

sej-n. Daraus folgt -ssz^z. Aber -z ist bekanntlich gleich — z -r/, fdglich 

ist, weil r, =s ö + Ä — r seyn soll, und mithin -r. = — 1 ist, -z =s — — z. 
Also mufs 

46) -fs= — — « 

sejTi. Setzt man hierin die Ausdrücke von -^ und — z aus (43 und 44), so 
findet man 

47) ^(l+r«^9)*) = -/(l+r:l^j,«). 

In dieser Gleichung ist r^ =a-f-Ä— r und -'\|; = — t|; -r^ = — ij; X — 1 s=— -^f 
also — a|; =5 — — op, folglich ~ 

48) /0 + r'^90 = -/0+(^ + *-'->'7^0- 



Daraus folgt, 1 + r« ^9* = l + (a + Ä - r)'^^*. 



also 



49) - cp = ■ • - Ol;. 

I. 49 
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Da oun die Linie ANF^ also die Gleichung zwisdien i|? und r gegeben voraus- 

d " 

gesetzt wird, so ist -ij; g^g^MPf und zwar durch einen Ausdruck, der von r 

abhangt. Folglich ist, vemiöge des Ausdrucks (49), *9 ganz in r gegeben, und 

man darf von -9 nur die Stammgrofse nehmen, so findet man eine Gleichung 

zwischen r und 9^ oder, was das Nemliche ist, zwischen 9) und a + Ä — r = jPjR, 
welche die gesuchte Gleichung der Curve ARH\%\. 

Wir wollen, um den gegenwärtigen Aufsatz nicht zu sehr zu verlängern, 
die Anwendung auf bestimmte Fälle, z. B., wenn die gegdl)cne Curve eine 
Ellipse oder eine Cycloide ist, die weiter keine Schwierigkeit macht, dem 
Leser überlassen. 

.14. 

Die Gestalt des einen Rades kann auch nicht sowohl unmittelbar, als durch 
gewisse Bedingungen seiner \Virkung gegeben seyn. Wenn sich z. B. an der 
Axe M (Fig. 10.) nicht sowohl eine einfache, sondern vielmehr eine drei- 
fache oder q^ehrfache Kurbel befindet, so kann man verlangen, die Ruder 
sollen so gestaltet seyn, dals eine unveränderliche Kraft JP, an einem kreisför- 
inigen Rade um die Axe A^ oder an dem Hcbelsarm ^C wirkend, die folglich 
ein unveränderliches Moment haben wrd, auch ein unveräiiderüchcs Moment 
um dicAxe My nach der Richtung des Widerstandes Q genommen^ 
her^'0^brillgt , wodurch dann also die Ungleichheit der Wirkung einer mehrfa- 
chen Kurbel, wenn nicht dynamisch, so doch statisch, ganz ausgegÜdien wer- 
den würde. 

Unter diesen Bedingungen sey 

AC = p, AM—a + b, 

und ein beliebiger Radius des nicht kreisförmigen Rades J^JS^ÄTum iW gleich r, 
so ist der Radius des anderen, nicht kreisförmigen Rades &DFH um A^ für 
den zugehörigen Punct seines Umfanges, a + 6 — r, weil die Radien durch 
den Berührungspunct der beiden Räder immer zusamalengenommcn gleich 
AB :=^ a + b seyn müssen. 

Nun wird das veränderliche Moment des Widerstandes^ den die Kurbeln 
nach bestimmter Richtung finden, auf irgend eine Weise von dem Winkel i|) 




Crelle, pon iangUchen Rudern statt der Kwrhebu 387 

( Fig. 1 2n\ abhängen , um welchen sich das Rad an der Kurbelaxe gedrehet hat 
Man kann also dieses Moment gleich 

60) F'^ 
setzen, wo -Fop efne durch y^ gegebene Gröfse ist. 

Dieses Moment erfordert eine Kraft — ^ am Berührungspunct der beiden 

Rader. Auf der anderen Seite ist die Kraft, welche die unveränderliche bewe- 
gende Kraft P am Berührungspunct der beiden Räder hervorbringt, gleich 



pp 



Also mufs 



61) -^ ?± 

0+ ö — r r 

seyn. • 

Da Fi^) eine durch \j^ und vielleicht r gegebene Gröfse ist, so ist (51) 
eine Gleichung zwischen i|) und r, und folglich durch dieselbe die Gestalt 
des einen Rades, ncnilich desjenigen um die Kurbel -Axe^ gegeben. Die 
Aufgabe kann daher weiter nach (§. 13) aufgeloset werden. Man nimmt aus 

d . d 

der gegebenen Gleichung (51) -i|>, und setzt es in (49), so findet man -y, 

und wenn man die Stammgleichung davon nimmt, eine Gleichung zwischen 9 
und r, oder, was das Nemliche ist, zwischen 9 und a + b ^^ r, welche die Gestalt 
des anderen Rades giebt. 

16. 

Die länglichen Räder, zur Verminderung oder Aufhebung der Ungleicliheit 
der Wirkungen von Kurbeln, sind nicht blofs ein Gegenstand oder ein Anlafs 
einer analytischen Untersuchung, in welcher Qualität sie hier voricommen, son- 
dern sie sind bei Maschinen wirklich mit Nutzen anwendbar, besonders bei mehr- 
fachen Kurbeln, da man die statische Ungleichheit der Wirkung derselben durch 
solche Rader von gehöriger Form aufheben kann. Das dynamische Vetlialten 
der länglichen Räder giebt Anlaft zu noch mehreren interessanten Untersu- 
chungen, die aber för diesmal dahingestellt bleiben mögen. 

Zum Schlüsse werde nur noch bemerkt, dafs, wenn man sich bei den nicht 
kreisförmigen Rädern eines Schwungrades bedienen will , dasselbe in der Regel 
nicht an der Axe der Kurbel, sondm an der Axe der bewegenden Kraft befestigt 
seyn mufs, weil gewöhnlich nicl^ die Kurbel -Axe, sondern nur die Aue der 
bewegenden Kraft mit gleichförmiger Winkel - Geschwindigkeit umläuft; 



Emige Verbesserungen im ersten Bande. 
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— 45 

— 50 

— 51 

— 67 

— 67 

— 68 

— 69 

— 70 

— 72 

— 72 

# 

— 74 

— 75 

— 77 



Z. l4 ▼. Q. I. m. Figor 7 sutt Ficvr 10. 

— 8 — 7 ▼. u. fSUt die KUnuner T ] wcf. 

— 4 T. o. L m. CjVnder statt KegcL 

— 8 T. u. L m. "VteleckA statt Yterecks. 

— 7 T. o I. m. l/p' statt l/p*, 

— 11 V. o. 1. m. Pi' sutt f/J. 

— 13 T. o. L m. mtcn Grade st. /Ate« Grade. 

'—8 T. o. In dieser Formel miils überall p^ 

atatt jp stehen. 
— - 6 T.o.Lra. undfgiückt Null ist, st. cinaclii. 

— 7 T.o.lm.a/»— IssO sU*t a^— 1 as 0. 

a — a^ =a: a/*-i — aM =r 0. 

— 6 V. o. 1. m. SS statt *^. 

— 13.l4.15 T.0.1.II1. statt des dort angeführ- 

ten Lehrsaues folgendtrn: 

Die ZaU der Tersdiiedeoen Wcrtke ei« 
ner Function Ton nGröfscn kann entweder 
gar nicht bis unter die grfilsfe Primzahl, die 
kleiner als n ist, vermindert werden« 
oder nur bis auf 2 oder 1. 

•— l4 n. 13 T.U. Lm. die Ihirchschnittspnncte der 
Diagonalen solcher an einander liegenden 
ParallelogTamme st. solche an einander 
Ii^jnBdr iUehtccke. 

^ 10 T. o. L m. /j (*, y, f * . . . . jK«-*>) =« 

/i(*.M*-f<-'>)=«'i+/*<«f<''3r^sr<">)). 

— 16 ▼.!!• nach ^Puncts P^ ist einzuschalten : 

„von den Bflittelpuncten der Kreise". 
^ 14 U.15 Y. o. 1. m. ji sutt A^. 

— l4 T. u.^ 

— 3 t W ^* ^ '^®'* "^^^ ^*^' 

5 T. u. / 

— 6 T. «u L m. kleiner st. mcht gr&tset. 

— 21 ^^^^^(^-^)*^^{^-^)' 

— i? T. o. fehlt die KUnuner nach dem Gliede 

— 4 ##t«. 

— 9 ▼. o. L m. r + f 1 IV St. 1 + 1| IV. ^^ 

— «3T.o.Lro.«(rtr,)(r-r4)st*(rtr*X«^i). 

— 26 ▼. o. 1. ra. < t St. d€. 

— 10 ▼, o. 1. m. — öf St. — df, 

— 13 T. o. 1. m.r|««r — 2 t st. riaer— r. 

— 15 ▼.o.l.m.r^srr^ — 2«| st.rg««r|— t^. 

— 17 v-o. 1 jn. r^^ ■■% - 2', st. r^| sa % - V 

— 19 T.o.Lm. r^ ■■ Tin^ — 2 t^n-i it. r^ =i 



S. 203 Z. 2 T. «. L m. ^ st ^ 



Mm ^^ 



- 96 



«-140 



•-165 

-174 

— 187 

— 187 

— 188 

— 188 

— 189 
«- 192 
—193 

^193 

— 193 

— 193 
•*-200 

— 201 

— 201 

— 201 

— 201 



«* 203 — 1 V. o. L ro. 

- fl«.i /5«^Ät) - 4 V-i»JLi. 
«* 203 — 3 T.o.l.m.-4g^||^^^|St-4f, 



— 20\ 

— 205 

— 209 

— 215 

— 215 

— 220 

— 221 

— 225 

— 262 

— 26.i 

— 274 

— 274 



— l ▼. o. L m. — T St. -J*-. 

«0 *i 

— 5 T. n. L m. 6v„ SL rft»«. 

*— 3, 6, l6, 19 fehit unter dem Integratlons- 

ceichen der Factor ^7=* 

Vr 

— l4 T. o. 1. m. r^^^ 4t. g^^^, 

— 20 T. o. 1. m. /»k^a st- M^^» 

— 3 T. n. L m. der obigen st. einerlei. 

— 6 T. u. L m. * — ün »t, s 



m. si St. X* 



=0- 






— 274 

— 313 

— 315 

— 316 



— 323 

— 324 
-324 

— 325 

— 327 

— 330 

— 338 

-384 

Tai IL 



10 T. U. L 

— 9 n. 18 Y. o. L m. II St. II. 
— • 15 Y. u. I. m. B St. IL 

Ps P. P. P, 

— i^Y.u.i.m.— jf"i"- jj» 

P P P 

— 8, 9« 10 v.u. L m. ebenfalls — =^, — ^, — ^ st- 

211 2il 2A 

•t. • "T" • " "r » " r • 

•l ^2 •.! 

— 6Y.uJjn.-^-— •-— St»f |r-+=r-f ^.. 

-*- 13 Y. o. L m. beliebigen conYergcnten Reihe 
St. beliebigen Reihe. 

— 20 Y. o. 1. m. a << d St. a «< I?. 
""^ 15etcmnrs derLekrs.yihciIsen, wie folgt: 

Bezeichnet man durch ^g, Vi» ^s ••*•« 
9ot Qff Vf • • * • ^c Zahlenwerthe der rcsp. 
Glieder zweier conYcrgenten Reihen 
•o "(" *f "t" ^t • • • • =3 p und 

und sind die Reihen 

^0 + <i + •••• 

. , .. «0 + «I + . . . 
CMifalls conYergcnt, so wird auch dicReiho 

»^o + 'i + ^M +•••• + ''». 

^eren allgemeines Glied 

••»■■•o^li + ^^^i-i H-....+«'bi»J ist, 

• conYergent, und ihre Summe cleidi 

(•o+»i+«i+ — ^)W+«i +»1+ — > 
ceyn. 

— 23 u. 24 Y. o. L m. „we9 i(h) eii» stetS^e 

Function ist** st. ^nach dem LehraaUe (VV*. 

— 13Y.u.Lm./(*Hlt«fr)st./C*,l.*'+0. 
-— 9 Y. n. L m. Metige st Jbestindige. 

— 7 Y.o.Lm. jpCfc+JkjKT) st 9(*-*«KT). 

— 6 n. 7 Y. u. Lm. Ij^, 1^, «jf^, $^ «. 

— 3y. ii.Lm.<st. ^. 

— 5n. 6y.«.Lb. Bis jetat sind aber diese 

Bemfihungen, wenn ich meht irre, noch 
nicht «ans gehmgcn. 

— 3 Y. o. L m. Ger^^MM «t. Güignmi,' 

— 7 Y. u. L m. 13 St. 12. 

Fig. 16 fthlcn bei den Puncten, m welchea 
die Gerade Af|M, den Krev P- fcbnddct» 
dl« Bvchstabca Jf nad & * 



'^«gyfa«...<ili»-*<fc.. . « < JtUMtl 
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* ■ ( ">' IL 


"K 


.^y 



>e 5. 



Einige Verbesserungen im ersten Bande. 



Seite 7 Z. l4 ▼. u. I. n. Fi^ 7 sutt Fiipir 10. 

— 45—8 — 7 ▼. u. GAU die Klammer f ] wcj, 
^- 50 — 4 T. o. L m. CjUnder «utt KegeL 

— 51 — 8 r. u. L m. Yielcck* tutt Yierecki . 

— 67 — 7 ▼. o 1. m. Yp' ***** Yp'. 

— 67 — 11 V. o. 1. m. p'/ Jtait p'J. 

— 68 — 13 T. o. L m. «tcn Grade st. /iteo Grade. 

— 69-19T.o.Lm.4j.il,*j|.ttttia,£|-,i[. 

in AI XN in in 'fii 

«- 70 — - 8 T. o. Tn dieser Formel mufs überall p^ 
statt p stehen. 

— 72 -^ 6 T.o.Lm. undto>^cht Null ist, sL einseln. 

— 72 — 7 T.o.im.a/*— IssO sU*t a^— 1 «0, 

a>-af*sO o^-t — a^ = 0. 

— 74 — 6 T. o. 1. m. Si statt jr^. 

— 75—3 v.u.Lm. •(1^)'*^"' ***** •(^*)' 

•* 77 — 13.l4.15 T.o.Lm. statt des dort angef&br- 
ten Lclirsatses folgenden: 

DieZaMderTendiiedcaen'Wcrtke ei- 
ner Function ToniiGHSrscnkana entweder 
gar nicht bis unter die grAfste Primxahl, die 
kleiner als n ist, Tcrraindcrt werden, 
oder nur bis auf 2 oder 1. 

••i« 96 '*' l4n. 13 v.u.Lm. die Dnrchschnittspuncte der 
Diagonalen solcher an einander liegenden 
Parallelogramme st. solche an einander 
U^gnudr fUektecke. 

— 140 — 10 T. •.Lm./|(jr, y, 5* . . ..^«-0) a 

«» 165 *— 16 ▼. u. nach nPuncts P^ ist einzuschalten : 

„von den Mittelpuncten der Kreise". 
«. 174 -> 1-) U.15 T. o. 1. m. A statt ^3. 

— ISr — l4 T. u.l 

z '188 - 2 ;; S:l ^^ ^ wo'* >«*• ^^^- 

— 188 — 5 T. u.) 

'— 189 — 6 T. o. L m. kleiner st. nicht grSfser. 



— 192 — 21 «.A 



I.m.«(i5-jj5)st.*(j,-;^). 



<—- 193 — ^ Y. o. fehlt die Klammer nach dem Gliede 
— 4 t/a«. 

— 193 — 9 ▼. o. 1. m. r + 1| !V «t 1 + 1| 2V: ^^ 

— 193 — 23 T.o.Lm. Ö(f+r,)(^-r,)st.^^(^♦r*K'-»•^). 

— 193 — 26 ▼. o. 1. m. dt St. d«. 

^ 200 — 10 ▼. o. L m. — d^ St. — rff. 

— 201 — 13 T. o. 1. m.r|«Br — 29 st. r^tasr^^t. 

— 201 — 15 T.o.Lm.r2S:r4 — 2*, st.rg»»r^— t^. 

— 201 — l7v-o.l4n.r^,«»r^-2'^st.r|^.|Sar^-*j^, 

— 201 — l9T.o.Lm.r-.«»r-,^ — 2f, 



ft.r» =: 



»•m-i — '■ 



«— 203 — i ▼. o. L m. 

«• 203 — - 3 T.o.Lm.-4«|||^^^|St.-4t, 



S. 203 Z. 2 ▼. «. L m. — f st 

— 204 

— 205 

— 209 



£m 



4 » » » 

— 1 ▼. o. L m. -7 St. — 



— 215 

— 215 

— 220 

— 221 

— 225 

— 262 

— 26^4 

— 274 

— 274 



— 5 ▼. Q. L m. 6tf„ st rft»ni* 

— 3, 6| 16, 19 fehit unter dem Integrations- 

l 
«eichen der Factor r-rr:" 

— 14 T. o. L m. r^^ st t^«,. 

— 20 T. o. L m. /»k_4 st Mkxj- 

— 3 t. u. 1. m« der obigen st einerlei. 



— 6 T. u. L m. jr — Op st. » — er 



0* 



PfP. 



n K K 
1^2 P% r. .2R ,2R ,2R 



— 274 
•— 313 

— 315 

— 316 



— 10 T. u. L m. jrl st. JtJ. 

— 9 «. 18 V. o. L m. B st IL 
~- 15 T. u. L m. JB st IL 

— 12T,u.Lm..-^..^,-^st-g^.^,^. 

— 8, 9f 10 V.u.Lm. ebenfalls--^, — ^, — ^st 

A 

2R 2R 2A 

•t " "jT • ""i" • " A ' 

«I m^ Ä.» 

— 6T.u.ljn.-|r--— -— sh+=r+^+5-.- 

— - 13 T. o. L m. beliebigen conTeigenten Reihe 
St. beliebigen Reihe. 

— 20 T. o. 1. m. a •< d st » «< 4?. 
-—15 etc. mufs der Lchrs. VI hci&en, wie folgt : 

Beseichnet man durch Qg, i^^, pg ....; 
4ot 9ti ijg • ••• ^e Zahlenwerthe der resp. 
Glieder sweier conTcrgenten Reihen 
«t* ^t *t* *2 • • . • S3 p und 



«'P +5} + ^l 



P\ 



— 323 

-«324 

— 324 

— 325 

— S27 

— 330 
«-338 



— 384 
TaLa 



und smd die Reihen 

*Q + *1 + • • • • 

. ^ „ «0 + «}+.. . 
ebenfaUs couTcrgent, so wird auch dxeReiho 

»"o +'i + r, + .... + r„, 
deren allgemeines Glied 

conTergent, und ihre Summe gleack 

seyn. 

— 23 u. 24 V. o. L m. ^wial f{k) eine stetige 

Function ist** st ^nach dem Lehrt atse fV)**. 

— 13T.u.Lm./(fcH*Hl!).t/(fc.t.*«+|t). 
"— 9 T. «. L m. «tetige st bestindige. 

— 7 T. o. L m. jp(lr+lr« kCT) ^ cp(*-** V^T). 

— 6 «. 7 T. u. L«. 1^, 1^, d<^, #^ .t. 

— 3 T. n. L m. ■< st =. 

— 5 «. 6 T. fi. 1. m. Bis jetat sind aber diese 

Bcmfihungen, wenn ich nicht irre, noch 
nicht ^ans gekmgen. 

— 5 T. o. L m. Gerg9tm9 st GorMHic/ 

— 7 T. tt. L m. 13 st 12. 

Flg. 16 f(rfilen bei den Puncten, m Welchca 
die Gerade M.M. den Kreit P^ tdinddet, 
die Buchstaben J imd JB: ** 
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